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دمة    مق 
 لمقدددددى  نمدددددر ت ملدددددع ىددددد   ل  لهيلددددد    دددددر   ى دددددع  لم ددددديهل   هددددد   يهددددد  

وم يتهدددي  لمفة  دددع لدددر  ل  دددقو لأسددديلل   لأسيسدددلع لتييلأدددليل  لأ مدددي  وته ل

نو ع  لمفة  دددع ل ددد و    مدددر ت تيدددل  لهيلددد   ددديلأ  لمقدددى  كمدددي يهددد   جيريدددع ة ل

 ع لحد   لم ديت ل  لفهلدع  خسدةف  م  لماد و يل ق  لمفة  لتييلألع و لهى 

كدددد لر ت تيددددل  لهيلدددد   جسدددديلل   ل ى جددددع  لفهلددددع و دددد   دددد    و لمحدددد ت ل

ع  لةدددف ت لددد  لدددر تددد   لم دددك ل ةمك   لهيلددد   ددد    دددي   ل مدددي    لتييلأدددليددد

و لم ددددديت  ة يلأددددد  وعدددددىق ت  دددددل  وت نلدددددع  لددددد و    لتييلأدددددلع يسدددددلع ل س لأ

مح وت وغلى  لمح وت  ع  لين أهملةهدي  ل  ملدع لدر  لأسيسلع ل ةكي   غلى  ل

هدد    لمقدى   لأسدديي  لتييلأدف ل   يدد   دد   ي  و  ىةاديت  وي ة ددى    مدد  جدي 

 لمقدددى  ل  ل   سدددلع  لةدددف سدددلقوم  لهيلددد      سدددةهي  لمدددي   ددد    ددد   قدددى  

  تاي ،  حوث  ل م ليل،   ىةايت،  لةموي ،  لمحيس ع وغلىهي  
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 الأول   الفصل
 الدوال   

Functions 
 تعريف الدالةأولاً:  

تعرف الدالة بأنها عبارة عن علاقة بين متغيرين أحدهما متغير تابع ويرمز له 

 يعتمااااد ثز )س( حيااااه بااااالرمويرمااااز لاااا( والاخاااار متغياااار م اااات   مز )صر لبااااا

فعلااا ياابي  المكااا    مااا  علااا المتغياار الم اات   ويتااأ ر بااه بع تغياار التاااالم

ا زادت قيماااة المبيعاااات )ص( مااان ن ااا  اياااة لم اااتس ماااا )س(   مااالدعت ازاد

 الم تس والعك  صحيح  والدالة تكتب رياضياً بالصيغة التالية:

 

 

ابع )ص( لتا تغير طة حيث أن المالدالية الب يقة  علاقة بالعلاالهذه    وت مى

 ر م ت   واحد )س( مد ويتأ ر بمتغييعت

 أنواع الدوالثانياً: 
 أو علاقة الخط المستقيمة  طيالخ  : الدالة(1)

 الا:تأخذ الدالة الخطية أو علاقة الخط الم ت يم الشك  الت

 

 حيث أن: 

                             المتغير التابع :  ص

 ت   المتغير الم    : س 

 ( س ص = د )

 

 س  ب    +ص  =  أ   
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ع اااى أخااار ع ااادما س = صااا ر أو بم الصااااد الجااازل الم طاااال مااان المحاااار  :أ  

ي ااااو   ( )سلم ااات   تغيااار ان الماكاااي اع ااادم( )صالتاااابع  يااار يماااة المتغق

   ص ر 

 فا  التغيار ر ام ادعباارة  هااو الأف ا، علاا المحاار ت يم مي  الخط الم ا :    ب

( بم اادار )سلم اات   المتغياار ا فاا  تغياار نتيجااة حاادو  ( )صالمتغياار التااابع 

  وحدة واحدة

 :(1)تمرين 

 :تيةالآل دالة الخطية  الصاد المي  والجزل الم طال من المحار  جدأو 

 س  6 +  5 =ص 

 لالح

   س 6 + 5 =ص 

 :  ت الآ خط الم ت يم تأخذ الشك علاقة الحيث أن 

   س ب + أ =ص 

  5 = الصاد الم طال من المحار   الجزلأ = 

    6 =الم ت يمخط لا مي ب =  

 :( 2تمرين ) 

 تية:الآالخطية ل دالة  الصاد حار ل الم طال من الملمي  والجز د اجأو 

   8 =ص  2 +س  4 –

 ل ـالح
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ي ااازض وضاااع المعادلاااة  الصااااد المحاااار الم طاااال مااان  زللجاااوا ميااا ال لإيجااااد

 :تيةالآعلا الصارة  نالتمري ف   المعطاة

 س ب     +أ     =ص  

 اادار لماو (س)دلااة ووضااع الطاارف الأيماان ماان المعا   فاا (ص)زض وضااع  ااي أ 

 المعادلة الأي ر من رف الط ف   الكابت

 س    4   +   8  =ص   2  

 2 ا طرفين علب  مة ال

 س 4         8          ص 2
 اااااا ااااااااااااااااااااااا   +ااااااا اااااااااااااااااا  = اااااااااااااااااااااااااااا 

   2             2           2 

 س  2   +   4  =ص    

   4 = الصاد الم طال من المحار   الجزلأ = 

    2 =الم ت يمالخط   يمب =  

 :( 3) ين تمر

 تية:الآالخطية ل دالة  الصاد حار ل الم طال من الملمي  والجز د اجأو 

 س  6 =ص  3 + 9 

 ل ـالح

ي ااازض وضاااع المعادلاااة  الصااااد المحاااار الم طاااال مااان  زللجاااوا ميااا ال لإيجااااد

 :تيةالآعلا الصارة  نالتمري ف   المعطاة

 س ب     +أ     =ص  

 اادار لماو (س)دلااة ووضااع معاالطاارف الأيماان ماان ال   فاا (ص) عزض وضاا ااي أ 

 المعادلة الأي ر من رف الط ف   الكابت
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   9 –  س  6 =ص   3  

 3 ا طرفين علب  مة ال

 9              س  6        ص 3
 اااااا ااااااااااااااااااااااا    –  ااااااااااااااااا ااااااااا ااااااا  = اااااااااااااااااااااااااااا 

   3              3                 3 

 3 –   س 2  =ص    

 3 – = الصاد الم طال من المحار   الجزلأ = 

    2 =الم ت يمالخط  مي ب =  

 :(4)ين تمر

  تية:الآ ل دالة الخطية الصاد من المحار ال  طالمي  والجزل الم جدأو 

 ص ر   = 12 –ص  3 – س 6

  لـالح

 ر  ص  = 12 –ص  3 –س  6

 س   6 – 12 =ص  3 –  

  3 –علا   مة الطرفين ب

  س 2 + 4 – =ص   

   4 – = الصاد الم طال من المحار   الجزلأ = 

    2 =الم ت يمالخط  مي  =ب 

  :(5)رين تم

   ف  الصاد ار وي طع المح 9  مي ه ي او  الذ علاقة الخط الم ت يم  اوجد 

3  
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 الحل

  9 =( ب) ت يمم ال مي  الخط

  3 =( أ) صاد لار االمح ال منالجزل الم ط

 ه،:علاقة الخط الم ت يم 

  س   ب   +   أ   =ص 

   س  9   +   3   =ص 

 :(6)رين تم

ار وي طاااااع المحااااا 5 –مي اااااه ي ااااااو   الاااااذ علاقاااااة الخاااااط الم ااااات يم  جااااداو 

  6 ف   الصاد 

 الحل

 ه،:علاقة الخط الم ت يم 

  س   ب   +   أ   =ص 

   س  5   –   6   = ص

  :(7)رين تم

 ف   الصاد ار وي طع المح 4  مي ه ي او  الذ علاقة الخط الم ت يم  اوجد 

  ص طة الأن 

 الحل

 ه،:علاقة الخط الم ت يم 

  س   ب   +   أ   =ص 
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  س   4   +   ص ر    = ص

  س  4   = ص

  :(8)رين تم

ار وي طااااع المحاااا صاااا ر  ي اااااو  همي اااا الااااذ علاقااااة الخااااط الم اااات يم اوجااااد 

  9 ف   اد الص

 الحل

 ه،:علاقة الخط الم ت يم 

  س   ب   +   أ   =ص 

   س   ص ر ×   +   9   = ص

  9   = ص

 (    2، ص 2س( و )  1ص، 1)سطتين عليه  مية نقوقيم بمعلالمست الخطل  ميج  نتااست
 : ت  الآعلاقة الخط الم ت يم تأخذ الشك  

 س ب      +أ     =ص                         

  ( 1ص   1) س طة الأولا علاقة الخط الم ت يم بال  ف  بالتعايض 

   (   1)                      1سب   + أ   =  1ص                             

  ( 2  ص 2س) كانية ل يم بال  طة اعلاقة الخط الم ت ف  بالتعايض 

 (   2)                      2س ب   + أ   =  2ص                            
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 (  2دلة )  لمعاامن (  1) رح المعادلة طب

   (  3)                      1سب   + أ   = 1ص

 (   4)                    2س ب    + أ   = 2ص
 اا اااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااا اا اااااا ااااااااااااااااااااااااااااااا اااااا ااااا اااااااااااااااااااااااااااااااا

   1س ب – 2س ب = 1ص – 2ص

  : ر الأيالطرف عام  مشترك من   ببأخذ 

 (   1س –  2) س ب = 1ص – 2ص

 لتالا:نان ابال ايمكن ايت تاج المي  )ب( 

 1ص – 2ص                                
   اااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااا ااااااااا اااااااااا   = ب
 1س – 2س           

  :( 9تمرين ) 

 :أوجد مي  الخط الم ت يم الذ  يمر بال  طتين

( 2    4  )  ( 4    10 ) 

  لـالح

                                     (2       4  )             (4       10  ) 

 (2ص       2س)       (  1ص    1س)                                   
 :( بط الم ت يم ) الخ  إيجاد مي

 4   –  10            1ص – 2ص           
 3   = ااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااا  =  اااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااااااا   = ب

      2   –  4            1س – 2س           

 ر وحاادة واحاادة) س ( بم اادا ر الم اات  ياامتغلا ه ع اادما يتغياار أناايع ااى وهااذا 

  وحدات 3التابع ) ص ( قد تغير بم دار تغير الميتغير 
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  :(10)ين تمر

 (  4      2ة ) اا  وال  طااااااااااااااب  طة الأص ر الذ  يمم ت يم أوجد مي  الخط ال

 ل ـالح

 ( 4              2 )          (  ص ر         ر ص )                                

 ( 2ص        2س)          (  1ص       1س)                                   
 :( بم ت يم ) الط إيجاد مي  الخ

 4              ص ر    –  4                  1ص – 2ص           
 2 =اااااااااااااااااااااااااا ااا   =  ااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااا   =  ااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااا ااا ااااااااااااااااا   = ب
 2             ر ص    –  2            1س – 2س           

 :(11)ين تمر

 (  8     6  طة ) الو ( 5     3)   طة الر بالذ  يمم ت يم ط الأوجد مي  الخ

 ل ـالح

                                   (  3           5  )         (   6            8  ) 

 ( 2ص        2س)       (  1ص      1س)                                   
 :( بط الم ت يم ) إيجاد مي  الخ

 3                5   –  8                     1ص – 2ص           
 1اا = ااااااااااااااااااااااااااا   =  اااااااااااااا ااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا   =  اااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااا ااا اااااااااااااااا  = ب

 3                  3   –  6              1س – 2س           
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 (   2، ص 2س( و ) 1ص، 1)سعليه    ينطتم بمعلومية نقيلمستقالخط ا  علاقةج  اتناست
      الأولااااا ال  طااااة  الم اااات يم:علااااا الخااااط  تااااينن ط أ دي ا إذا  ااااان مع امااااا لاااا

علاقااااة الخااااط  إيجااااادفإنااااه يااااتم (  2  ص 2) سانيااااة وال  طااااة الك( 1  ص 1س)

   تيةالأ طااتل الخبإتباالم ت يم 

 تالى:بالقانون اليل )ب( اج الماستنت ( يتم1)
 1ص – 2ص                                

   ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااا   = ب
 1س – 2س                                                

 :بالقانون التالى إيجاد علاقة الخط المستقيم ( يتم2)
 (  1س – س)  ب  =  1ص – ص          

 :( 12)  تمرين

 تينم ت يم الذ  يمر بال  طط الخال علاقةأوجد  

 (1    4  )   (2    6 ) 

 ل ـالح

                                     (1       4  )             (2         6 ) 

 (2ص       2س)       (  1ص    1س)                                   

 :( ب)  ستقيمط المالخميل  إيجاد( 1)
 4   –  6              1ص – 2ص           

 2   = ااااااااااااااااا اااا ااااااااااااااااااااااااااااااا  =  ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااا   = ب

   1   –  2           1س – 2س           
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 :الىتلقانون االب ط المستقيمإيجاد علاقة الخ ( يتم2)
 (  1س –  س)  ب =  1ص – ص

 ( 1 – س)   2 = 4 – ص

   2 – س  2 = 4 – ص

   4  +  2 – س 2 = ص

   2  +  س 2 = ص

  2 =( ب)ت يم م المي  الخط 

  2 =( أ) صاد لالمحار الجزل الم طال من ا

 :الخط الم ت يم الذ  يمر بال  طتين علاقةأوجد  :( 13تمرين ) 

( –  3    – 4 )    (– 6       5) 

 ل ـالح

                                     (– 3      – 4 )         (– 6       5   ) 

 ( 2ص      2س)         (  1ص    1س   )                                  

 :( بط المستقيم ) إيجاد ميل الخ( 1)
 9             (4 –)    –   5                 1ص – 2ص           

 3 –   =ااااااااااااااا  اااااااااااااااااااا    = ااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااا  =  ااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااا   = ب

 3 –            (3 –)    –  6 –           1س – 2س           

 :بالقانون التالى المستقيم طلخإيجاد علاقة ا ميت( 2)
  (( 3 –)  – س  ) 3 – =  4 – ص

  ( 3 + س  ) 3 – = 4 – ص
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   9 – س 3 – = 4 – ص

  4  +  9 – س 3 – = ص

  5  –  س 3 – = ص

  3 – =( ب)ت يم م اللخط مي  ا

  5 –( = أ) صاد لاالجزل الم طال من المحار 

 :(14)ين تمر

 (  4     2ل  طة ) الأص  وا طةر ب  الذ  يميم ت م الخط ال مي  أوجد

 ل ـالح

 ( 4              2)          (  ص ر         ص ر )                                

 ( 2ص        2س)          (  1ص       1س)                                   

 :( ب)  ط المستقيمإيجاد ميل الخ( 1)
 4              ص ر    –  4                  1ص – 2ص           
 2 =اااااااااااااااااااااااااا ااا   =  ااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااا   =  ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااا   = ب

 2             ر  ص   –  2            1س – 2س           

 :بالقانون التالى تقيمإيجاد علاقة الخط المس يتم (2)
 (  1س –  س)  ب =  1ص – ص

 ( 2 – س)   2 = 4 – ص

   4 – س  2 = 4 – ص

   4  +   4 – س 2 = ص

    س 2 = ص
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     2 =( ب)ت يم م الخط ال مي 

 ص ر  =( أ) صاد لاالجزل الم طال من المحار 

 :(15) رينتم

 6   ي او( ومي ه  4   2 طة ) ل اب يمر  الذ ت يم م القة الخط لاعاوجد 

 ل ـالح

 :بالقانون التالى إيجاد علاقة الخط المستقيم يتم
   (1س –  س)  ب =  1ص – ص

 ( 2 – س)   6 = 4 – ص

   12 – س  6 = 4 – ص

  4  +  12 – س 6 = ص

   8 –  س 6 = ص

  6 =( ب)ت يم م المي  الخط 

 8 – =( أ)  صادلاالمحار م طال من ل الالجز 

  الخطية:ية للدالة ت التجارايقالتطب
نااذ ر فااا العديااد ماان التطبي ااات التجاريااة المخت  ااة الدالااة الخطيااة  ت ااتخدض

 :يلا ما م ها 

   التكلفة:ر تقدي  فيطية  الدالة الخ  استخدام (1)
 :  ت  الآأخذ الشك  إن ال ماذج الخطى ل تك  ة ي

  

 

  احداتعدد ال × ة المتغيرة ل احدة ك الت + التك  ة الكابتة =ية الك   ة لتكا
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 :التالية الصارة  ها فا عبير عويمكن الت

 
 أن:ث حي

  الك ية ة  التك  : ص

 لم تجة عدد الاحدات ا : س

 ياااتملااام ولاااا  الم شاااأة حتاااىتتحم هاااا  تااا،ال التك  اااة وهااا،التك  اااة الكابتاااة   : أ

    ة الإيجاروحدة مك  تك أ إنتاج 

حجاام بتغياار تتغياار وتتااأ ر  التاا،التك  ااة  وهاا،ل احاادة  لمتغياارةتك  ااة اال  :  ب

  ضاد الخاة المامك  تك  اج نتلإا

 :(16)رين تم

ع مت أن التك  اة فإذا   ةى الخشبيرايالكمصانع نال معين من  حد الأس   تي

نتااج لإ يةك  ة الك ما الته بي  يج 4000 ه،الياض   ف     رايى  10الك ية لإنتاج  

 ااة ل تك فبايااتخداض ال ماااذج الخطااى  ج يااه  7000 هاا،الياااض  فاا    ريااى  20

جااد التك  ااة وأ رة ل احاادة  اامالتك  ااة الكابتااة والتك  ااة المتغياا :ماان  وجااد  ااأ

 الياض  ف    ريى 30نتاج لإ ةيالك 

 ل ـالح

 : ت  لآاالجدو   ف  انات التمرين بييمكن ت خيص 

 ) ص (لإنتاج التك  ة الك ية ل  ) س (   تجةالم ايىالكر عدد 

 ( 1س)                    10

 (2س)                     20

 (1ص )              ج يه  0040

 (2ص )              هج ي  7000

   س  ب  +   أ   = ص
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 :( ب)  ل احدة التك  ة المتغيرةإيجاد 

 0300       4000   –    7000                  1ص – 2ص           
 300 =اااااااااااااااااااااااااا ااا    =  ااااااااااااا اااااااااا اااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا  =  ااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااا   = ب

 10                10   –     20               1س – 2س           

 :بال انان التالا  الم ت يم إيجاد علاقة الخط يتم

 (  1س –  س)  ب =  1ص – ص

 (  10 – س)   300 = 4000 – ص

  3000 –  س  300 = 4000 – ص

   4000  +   3000 – س  300 = ص

 1000 +   س  300 = ص

 1000 =( أ) التك  ة الكابتة              300 =( ب) التك  ة المتغيرة ل احدة

 :الياض ف   يى ر  30لك ية لإنتاج ة اك  لتاجاد يإ 

ة ل تك  ااالخطااى ماااذج ل ا فاا   30 =ق التعااايض عاان س ياار ويااتم ذلاا  عاان  

  الآت :

 1000 +   س  300 = ص

 1000 +   (30) × 300 = ص

  ج يه 10000 = 1000 +     9000 = ص
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أن  ماتع فاإذا   الحااططات يااعي تس أحد المصانع نال معين من  :(17)رين تم

 ج يااه بي مااا التك  ااة الك يااة 2000 هاا،الياااض  فاا   تاياااع 5التك  ااة الك يااة لإنتاااج 

 ذج الخطااااىا  مااااال فبايااااتخداض ج يااااه  3600 هاااا،الياااااض  فاااا   ياااااعات 10ج نتااااالإ

ة  ااام أوجاااد ة المتغيااارة ل احااادوالتك  ااا بتاااةالكاالتك  اااة  مااان:   اااجاااد أو ل تك  اااة

 الياض  ف  حاطط ياعة  20التك  ة الك ية لإنتاج 

 ل ـالح

 : ت  لآاالجدو     ف انات التمرين بييمكن ت خيص 

 ) ص (نتاج   ة الك ية للإالتك الم تجة ) س (  ال اعاتعدد 

 ( 1س)                        5

 (2س)                    10

 (1ص )              يهج   2000

 (2ص )              هج ي  3600

 :( ب)  ةالتك  ة المتغيرة ل احدإيجاد 

 1600         2000   –    3600                  1ص – 2ص           
 320 =ااااا ااااااااااااااااااااا ااا    =  ااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا  =  اااااااااااااااااااااااااا ا اااااااااااااااااااااااااا ااااا   = ب

 5                  5   –     10               1س – 2س           

 :بال انان التالا  م يالخط الم ت إيجاد علاقة ميت

 (  1س –  س)  ب =  1ص – ص

 (  5 – س)   320 = 0200 – ص

  1600 –  س  320 = 2000 – ص

   2000  +   1600 – س  320 = ص

 400 +   س  320 = ص

 400 =( أ) التك  ة الكابتة                320 =( ب) رة ل احدةغيالتك  ة المت
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 :لياضا ف   ياعة حاطط 20اج لك ية لإنتة اك  لتاجاد يإ 

الخطااى ل تك  ااة ذج ا ماال ا فاا   20 =ق التعااايض عاان س ياار ويااتم ذلاا  عاان  

 الآت : 

 400 +   س  320 = ص

 400  +   (20) × 320 = ص

  ج يه 6800 = 400 +   6400 = ص

المنافسةةة   سةةو   فيزن  ميةةة التةةوايةةد سةةعر و تحد  فيالخطيةةة  الدالة    امخداست (2)
 ة  لالكام

روضااة ماان مااا مااع الكميااة المع لمط ابااة ماان ياا عةيااة االكما تت اااو  ع اادم

ي اامى وماان  اام  لكام ااةياااا الم اف ااة ا فاا   نااز ااق التاايتح ال اا عة ن اا 

  كمية التاازنوالكمية ب عر التاازن ال عر فا هذه الحالة ب
 

  تية:لآاة عة ما تتحدد بالمعادلمن ي  إذا  انت الكمية المط ابة :(18)ين رتم

 40 +س  20 =ص 

  الآتية:لهذه ال  عة تتحدد بالمعادلة ة ضرو معبي ما  انت الكمية ال

 60 +س  10 =ص 

  :أن حيث

 الكمية المط ابة والكمية المعروضة   ص : 

   ال عر    :   س

لم اف اااة يااااا ا فااا  عة هاااذه ال ااا ن لااز مياااة التاااياااعر والمط ااااب تحدياااد 

 م ة الكا
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 الحل

 نالتواز سعر إيجاد
او  الكمياة المط اباة ت اع ادما تالم اف ة الكام اة    ياا  ف  التاازن    يتح ق 

 أن : أ مع الكمية المعروضة 

   الكمية المعروضة       =             لوبةة المطيالكم            
  60 +   س 10       =               40 +س  20                 

  40 –    60       =        س 10 –  س 20                 

     20        =     س 10                                   

  2       =        س                                        

  ج 2 ل  عة =يعر التاازن لهذه ا     

 ن مية التواز إيجاد
 باةالكمياة المط ا لاةيااال  انات معاد ةادلامعأ   فا    2= س التعايض عن  ب

 : أو الكمية المعروضة

 بالتعايض فا معادلة الكمية المط ابة

 40 +س  20 =ص 

 40 + 2 × 20 =ص 

 دة حو  80 =  40 + 40 =ص 

 المعروضةدلة الكمية بالتعايض فا معا

 60 +   س 10 =ص 
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 60 +   2×  10 =ص 

 وحدة  80 = 60 +   20 =ص 

  لآتية:اة المعادلعة ما تتحدد بمن ي إذا  انت الكمية المط ابة  :(19)رين تم

 50  +س  2 =ص 

  الآتية:حدد بالمعادلة لهذه ال  عة تت ةروضمعبي ما  انت الكمية ال

 100 +س   8 – =ص 

  :أن حيث

 الكمية المط ابة والكمية المعروضة   ص : 

 ال عر     :   س

لم اف اااة يااااا ا فااا  عة  مياااة التااااازن لهاااذه ال ااا ياااعر و ااااب تحدياااد المط

 الكام ة 

 الحل

 نالتواز سعر إيجاد
ط اباة  ااو  الكمياة الما تتع ادمالم اف ة الكام اة    ياا  ف  التاازن    يتح ق 

 :أن  أ المعروضة  مع الكمية

   الكمية المعروضة       =             المطلوبة ة يالكم           
  100 +   س  8 –       =                 50 +س  2                 

  50 –    100       =          س  8  +  س 2                 

     50       =    س 10                                   

  5       =      س                                        

  ج 5 ل  عة =ا يعر التاازن لهذه                     
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 لتوازن مية ا إيجاد
 باةالكمياة المط ا يااال  انات معادلاة ةمعادلاأ   فا    5التعايض عن س = ب

 : أو الكمية المعروضة

  50  +س  2=   ص                             

  50 + 5 × 2ص =                                

 دةوح  60 =  50 + 10ص =                               

 ة الخطي  وال غيرالد:  (2)
علااا ااارح  لا الجااز هااذ فاا  وياااف ن تصاار الاادوا  رياار الخطيااة   تتعاادد أاااكا

ة الشاك  انيادلاة مان الدرجاة الكلمعاا  تأخذ  و ف طالكانية    المعادلة من الدرجة

 الات :

 ص ر  =     جا +  س  ب +   2سأ  

  ال اناني ة  ر ن تخدض م ها بعدة  را من الدرجة الكانية  ح  المعادلةيتم 

           جا × أ   × 4 –     2ب      ±ب   –           
    ااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا   = س

            أ ×  2                                

 : أن  حيث

 بت الم دار الكا جا :                  معام  س :  ب                    2معام  س أ :

 

 :ال انان بايتخداض تيةالآح  المعادلة  :(20)رين تم

 ص ر   = 2 + س  3 – 2س

 الحل
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 2 = الم دار الكابت :  اج       3 – =معام  س :  ب          1 =2  سعامم :  أ

           جا × أ   × 4 –     2ب      ±ب   –           
    اااااااااااااا ا ااااااااااااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااا ااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا   = س

     أ ×  2                                

       

           –  (– 3  )  ±       (– 3)2   –  4 ×  1  × 2            
     ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااا ااااا اااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااا اااااااا   = س

                                2  ×1            

        

              3    ±          1                                   3    ±       1           
   ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا     = ااااااااااا اااااااااااااااا ا اااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااا   = س

                        2                                   2   

          3   +   1                  4 
 2 = اااااااااااااااااااااااااااااا ا  =   اااااااااااااااا اااااااااااااا ااااااااااااااا   = س

                 2                 2 

          3   –   1                2 
 1 = اااااااااا ااااااااااااااااااااا  =   ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا   = س

                 2                 2 

 معادلة الدرجة الكانية لتعايض بك  قيمة فا تأ د من الح  يتم ا ل

 ص ر   = 2 + س  3 – 2س

 2 = ة س التعويض ب
 ص ر   = 2 + 2 × 3 – 2(2)

 ص ر  = 2 + 6 – 4

 ص ر  = 2 + 2 –

 1 = ة س التعويض ب
 ص ر   = 2 + 1 × 3 – 2(1)

 ر  ص = 2 + 3 – 1

 ص ر  = 2+  2 –
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 ال انان: اضديتخبا الآتيةح  المعادلة  :(21)ين رتم

            20 – =  س  9 – 2س

 الحل

ً يتم ترتيب المعادل  ة أولا

            ص ر =   20 +  س  9 – 2س

 20 = الم دار الكابت : جا        9 – =معام  س :  ب       1 =2معام  س :  أ

            جا×  أ  ×  4 –      2ب      ±ب   –           
    ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااا اااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا =   س

      × أ 2                                

        

           –  (– 9  )  ±      ( – 9)2   –  4  × 1   ×20            
     ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ا اااااااااااااااااااااااااااااااااا   = س

                                2  × 1            

        

              9    ±          1                                   9    ±       1           
   ااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا     = ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااا   = س

                        2                                   2   

           9   +   1             10 
 5 = ااااااااااااااااااااااااااااااا   =   ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا   = س

                 2                 2 

           9   –   1                8 
 4 = اااااااا ااااااااااااااااااااااا  =   ااااااااااا اااااااااااااا ا ااااااااااااااااااا   = س

                 2                 2 

 معادلة الدرجة الكانية ل تأ د من الح  يتم التعايض بك  قيمة فا 

        ر  ص  = 20 +  س  9 – 2س
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 5 = ة س ب ضالتعوي
            ص ر  = 20 +  (5) × 9 – 2(5)

 ص ر  = 20  + 45 – 25

 ص ر   = 20 + 20 –

 4= ة س التعويض ب
            ص ر  = 20 +  (4) × 9 – 2(4)

 ص ر  = 20  + 36 – 16

 ص ر   = 20 + 20 –

 ال انان: داضبايتخ الآتيةح  المعادلة  :(22)ين رتم

            10 – =  س  7 – 2س

 الحل

ً يتم ترتيب المعادل  ة أولا

            ص ر =   10 +  س  7 – 2س

 10 = الم دار الكابت : جا        7 – =معام  س :  ب       1 =2معام  س :  أ

            جا×  أ  ×  4 –      2ب      ±ب   –           
    ااااااااااااااااا ا اااااااااااااااااااااااااااا اااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا =   س

      × أ 2                                

        

           –  (– 7  )  ±      ( – 7)2   –  4  × 1   ×10            
     اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا اااااااااااااا ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااا اااااااااااااااااااااا   = س

                                2  × 1            

        

              7    ±          9                                   7    ±       3           
   ااااااااااااااااااااااا اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا     = اااااااااااااااااااااااااااااااااااا ااااا اااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااا   = س

                        2                                   2   

           7   +   3                 10 
 5 = ااااااااااااااااااااااااااااااا   =   ااااااااااا ااااااااا ااااااااااااااااااااااااا   = س

                 2                    2 

           7   –   3                   4 
 2 = اااااااا ااااااااااااااااااااااا  =   اااااااااااااااااااااااااا ااااااااااااااااااا   = س

                 2                     2 
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 معادلة الدرجة الكانية من الح  يتم التعايض بك  قيمة فا ل تأ د 

     ر  ص  = 10 +  س  7 – 2س

 5 = ة س ب ضالتعوي
            ص ر  = 10 +  (5) × 7 – 2(5)

 ص ر  = 10  + 35 – 25

 ص ر   = 35 + 35 –

 2= ة س التعويض ب
            ص ر  = 10 +  (2) × 7 – 2(2)

 ص ر  = 10 + 14 – 4

 ص ر   = 14 + 14 –
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 الثاني  الفصل
 المتباينات 

Inequalities 

 المتباينةلا : تعريف وأ
 تاررراممتخررري ل ةضرررتامتدررريتعبمب يعنترررام ررر متعرررالمتباينة برررامعلاقةرررةم   رررام م

متباموزمتبيةبتام:مسيتعتبعة  ةضتت مم   بصرم

                                   ( >  ، <  ، ≥   ،≤   ) 

 ثانيا : قواعد المتباينات 
تباينة برررام ررر  ممرفررر مطالممررر ممررر مطررر مطرررمحقتقررر ر ررر مأومطرررا مإذتمجاررر م (1

 .ملامتيغتامتباينة بام

م: لىمسنت متباثةل

مطرح مقدار من الطرفي  ع مقدار للطرفي جم

ممم8ممم<مم20مممممم

مب طا ت م6ممتبقتااعةضة ام

مم6م+م8ممم<مم6+ م20مممممم

مم14ممم<مم26مممممم

ممم8ممم<مم20مممممم

مم متبطا ت م6تبقتاامعطا م

ممم6م–م8ممم<مم6م–م20مممممم

ممم2ممم<مم14مممممم

                 

تباينة براممطرفر مم درااأومإذتمتر مم،جر ومر ر ممفر متباينة باممممطرف مإذتمضابمم (2

 .تيغتاملام   م  مامتباينة باممر  مموج لىم 

م

م

م
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م:ىمسنت متباثةلل 

مممرقم موجب على  الطرفي  قسمةممم موجبفى رق الطرفي  ضرب

ممم6ممم<مم10مممممم

م2عضابمتبطا ت مفىمتبقتاام

ممم2م×م6ممم<ممم2م×م10مممممم

مم12ممم<مم20مممممم

ممم6ممم<مم10مممممم

م2تبقتاامم لىمتبطا ت ممهداعق

مم2م÷م6ممم<مم2م÷م10مممممم

ممم3ممم<مم5مممممم

تباينة براممطرفر مماا درومإذتمتر مأم،سرةب ر ر ممفر مة براماينتبمطرفر مإذتمضرابم (3

 .امغتتيام  مامتباينة بم   سةب مر  م لىم

م: لىمسنت متباثةل

مممسالبرقم  على  الطرفي  قسمةممسالبفى رقم   الطرفي  ضرب

ممم6ممم<مم10مممممم

م2م–عضابمتبطا ت مفىمتبقتاام

م(م2م–م)× م6ممم>ممم2م–م×م10مممممم

م12م–ممم>مم20م–مممممم

ممم6ممم<مم10مممممم

م2م–تبقتاامم لىمتبطا ت ممداهقع

م(م2م–)مم÷م6ممم>مم2م–م÷م10مممممم

مم3م–ممم>مم5 –

  مرررامتباينة برررامم ررر  ،متلإشرررةر مسرررةب مأومموجررر تباينة بررراممطرفررر ممطرررة إذتم (4

 عدط.تباقةبممينعتلوتسدطممقةبمتبنمسينعتلت بعممتيغتام

م: لىمسنت متباثةل

مم1/4ممم<مم1/2مممممم

مدطمعةباقةبمعةسينعتلمتبن

م4/1ممم>ممم2/1مممممم

م4ممم>مم2مممممم
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مطرفررر مر ررر مطررر مطرررالممررر مم  ررر ،متلإشرررةر مموجررر ينة برررامتبام مطرفرررمطرررة إذتم (5

 .تيغتامملاة بام   م  مامتباينمموج ملأساينة بامتب

م: لىمسنت متباثةل

مع كل طرف لاس موجبفر

مم2(3)ممم<مم2(4)مممممم

ممم9ممم<مم16مممممم

       مجهول واحد  فيالخطية باينات حل المت  :ثالثا  
ماينة براتجعر متبمتبير دمتبحقتقترامتلأ رعتو رامنة بامإ جةدممجاتبايمعمعح  قص

متلأولى.عرجامامم متبوتععمتباينة بامتبتطتاممينة بمحا،حتصحقتقتام

 :(1)رين تم

م-:متلأ عتدومث ممجاو امتبح م لىمخطممتلأتتامينة باح متبا 

م10م<مسم4م+م2

 ل ـالح

 ار موتبقرت متبثةعيررامتلامبطررالتبةتمفرىمتكرو متبدر منة برامعحترر تاتتر متباي ري م

  دا:تلأمفىمتبطال

م2م–م10م<مسم4

م8ممم<مسم4

م4عقداامتبطا ت م لىم

م2ممم<مسمم

   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممصفامممممممممممممممممممممممممممم2ممممممممممممممممممممم∞+م
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  :(2)رين تم

م-:متلأ عتدومث ممجاو امتبح م لىمخطممتلأتتاح متباينة بام

م 8  ≥ م2م+مسم3

 ل ـالح

تاتتر متباينة برامعحترر م كرو متبدرتبةتمفرىمتبطررالمتلا ار موتبقرت متبثةعيررام ري م

  دا:تلأمفىمتبطال

م2م–م8  ≥ ممسم3

م6  ≥ ممسم3

م3عقداامتبطا ت م لىم

م2مم≥ ممس

   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم2ممممممممممممممممممممم∞+م

  :(3)رين تم

م-:متلأ عتدمومث ممجاو امتبح م لىمخطمتلأتتاح متباينة بام

ممم5م+سمم3مم
 مممم7ممم<مممرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررم

م2مممممممم

 ل ـالح

 م2تباينة بام×ممطرف م ي مضابم

ممم5م+مسم3
 2ممم×ممم7ممممم<مممرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررمممم×م2

م2ممممممم

ممم14مم<ممم5م+سمم3
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م

م5م–م14ممم< ممسم3

م9ممم< ممسم3

 3عقداامتبطا ت م لىم

م3ممم<مس

   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم3ممممممممممممممممممممم∞+م

 

  :(5)رين تم

م-:متلأ عتدومث ممجاو امتبح م لىمخطممتلأتتاح متباينة بام

م14م+سممم2مم<م2م+سمم8

 ل ـالح

تاتتر متباينة برامعحترر م كرو متبدرتبةتمفرىمتبطررالمتلا ار موتبقرت متبثةعيررام ري م

  دا:لمتلأفىمتبطام

م2ممم–م14مم<سممم2م–سمم8

م12مم<سمم6مممممممم

 6ىمتبطا ت م لاامعقد

م2مم<سمممممممممممم

   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم2ممممممممممممممممممممم∞+م
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 :(6)رين تم

م-:معتدتلأ  م لىمخطمومث ممجاو امتبحمتلأتتاح متباينة بام 

م(مم6م–سم)مم–م4م≥(مم2م–سمم3)م2

 ل ـالح

م(مم6م–سم)مم–م4م≥(مم2م–سمم3)م2

ام   ي م كمتلأ وتسمأولا

مم6مم+ سمم–م4م≥ممم4م–سمم6

م4م+مم6مم+م4م≥مممسمم+سمم6

م14م≥مسمم7

 7عقداامتبطا ت م لىم

م2م≥مسم

   
مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم2ممممممممممممممممممممم∞+م

  :(7)رين تم

م-:متلأ عتدومث ممجاو امتبح م لىمخطممتلأتتاح متباينة بام

م48مم>مم24م +سم6م–م>م12

 ل ـالح

م

م

م
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 مي قسينة الى  ة المتبايتم قسم
ممم24م +سم6م–م>م12

مممتاتت متباينة بام ي 

م12م–مم24مم>سم6

م12مم>سم6

م6 ي متبقداام لىم

م2مم>مس

م

مم48م>ممم24م +سم6م–

مممتاتت متباينة بام ي 

م24م–م48مم >سم6م–

م24مم >سم6م–

ات ةهمم ممم6م–ام لىم ي متبقدا

متغتتامتبع مام

م4م–م >سم

مهبةكممبطقامح ممشياطامم أظممح و دممبطقامتبح ممةج ي مرس متبح ولموت 

م2م>مسم>م4م–ممممممممممممممممممممممممممممممممممممممموهى

   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممم4م–ممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم2مممممممممممممممممممممم∞+م

  :(8)رين تم

م-:متلأ عتدتبح م لىمخطمممجاو اومث ممتلأتتا بامح متباينة

 سمم–م5ممم≤ م4م–مسم2ممم≤م6م–مس

 ل ـالح

 مي ة المتباينة الى قسيتم قسم
 4م–مسم2ممم≤م6م–مس

مممتاتت متباينة بام  ي

 6م+م4م–ممم≤مسم2م–مس

 م2مم≤مسم–

مممسمم–م5ممم≤م4م–مسم2

ممماينة باتاتت متبم ي 

م4م+م5ممم≤ممسم+مسم2

م9ممم≤مسم3
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مم متغتتامتبع مامم1م–ىم ي متبقداام ل

م2م–م≥مس

ممم3 ي متبقداام لىم

م3ممم≤سم

 وهاةممىمح مبطقيمكهبةمو  حظمت جةدممبطقامتبح م ي مرس متبح ولموت 

م3مم≤سم،ممممم2م–م≥مس

   

مممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممم2م–ممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم3ممممممممممممممممممممم∞+م

 : القيمة المطلقة :خامسا  

م-:متلأ عتدطمومث ممجاو امتبح م لىمخمتلأتتاح متباينة بام :(8)رين تم

م5م ≥مممم2م–سم

 ل ـالح

طاررةممامتباينة برراتبقدر متلاولم يضررا م  مررم تاامتباينة بررامتلررىم درر ري م دررا

غتترامسرةبناممر متفرىمتشرةر ممضرابمتبقتارامتبثةعيرا ري معتباةمتبقدر متبثرة ىمممهى

مبع مات

م5م ≥ممم2م–سم

مممم2م+م5مم ≥سم

مممم7مم ≥سم

م5م–ممم≤ممم2م–سم

م2م+م5م–ممم≤مسم

م3م–ممم≤مسم

طامياممبطقرراممشرررمكو  حررظمت مهبرررةجررةدممبطقرررامتبحرر مح رررولموت سرر متب رري مرم

 3م–ممم≤مسمم≤مم7مممممممممممممممممممممممممممممممممموهى
   

ممممممممممممممممممممممممممممم∞مم-مممممممممممممممممممممم3م–ممممممممممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممم7ممممممممممممممممممممم∞+م
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م-:متلأ عتدومث ممجاو امتبح م لىمخطممتلأتتاامح متباينة ب :(9)رين تم

م6م >مممم8مم+سم

 ل ـالح

طاررةمم برراتبقدر متلاولم يضررا م  مررامتباينةمات امتباينة بررامتلررىم درر ري م دررا

فرىمتشرةر مسرةبناممر متغتتراممضرابمتبقتارامتبثةعيرا ري متبثرة ىمممعتباةمتبقدر ممهى

متبع ما

م6مم>ممم8م+سم

ممممم8م–م6م >مسم

م2م–م >مسم

م6م–مم<ممم8م+مس

م8م–م6م–مم<سم

م14م–مم<مسم

مبطقرراممشرررياطاممكظمت مهبرررةو  حررجررةدممبطقرررامتبحرر موت مبح رررول رري مرسرر مت

 وهى
   

 مممممممممممم∞مم-ممممممممم14م–مممممممممممممممم2مم–ممممممممصفاممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممم∞+م
 ة تجاريالتطبيقات ال في نات تبايالم استخدام
 الربح  معادلة

طنرراممرر متبيكررةبت متبك تررامتدتلإ ررامتبرررععم بررعمةمتكررو ممصررةف مقرر م يح تتمتبك تررامأ

 :طاةم لىم

 الكليةليف التكا  <  الإيراد الكلى

ممم:إ حت م

 م عدمتبوحعتتمتبانة ام× وحع م فامتبايغتا مبتبيكم=يغتا متبيكةبت متبا -1

 انة ام عدمتبوحعتتمتبم×سعامعت متبوحع مم=تلإ اتدمتبكلىم -2
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 ايغتا ممتبةبت معيام+متبيكتبيكةبت متبثةم= تامت متبكتبيكةبم -3

  :(10)رين تم

امثةعيامتباتضمأ متبيك فيوع  مجبته،م20 دةوىممبيجممعت مإذتمطة مسعامعت م

وتبيك فامتبايغتا ملإقيرة موحرع ممر مممتبشةا،ممف مجبتهمممم15000ممةوىب اصب متد

تبيجمم أم بنغ متبي مجبتةةتم لاوجعمحج متبوحعتتمم10ىمموةتبد عامتدهذهمم

 .ة تةصةم م عحتبشةامحيىم اك متحقتمف موتنةعم
 لـــــالح

متهمجبمم20م=سعامعت متبوحع م

 جبتهممم15000مم=تبيك فامتبثةعيام

مجبتةةتمم10م=امتبايغتا مب وحع ممك فيبت

  عدمتبوحعتتمتبانة امم× وحع مبتبيك فامتبايغتا مم=تبيكةبت متبايغتا م (1

مسممممممممم×ممم10ممممممممم=مممممممممم

 تبيكةبت متبايغتا ممم+عيامبيكةبت متبثةتم= تامتبيكةبت متبك (2

مسممم10مممم+ممممم15000ممم= مممممممم

  عدمتبوحعتتمتبانة امم×ع موحسعامعت متبم=متلإ اتدمتبكلىم (3

مسممممممممم×مممممم20ممممممممم=ممممممممممم

 الكليةليف التكا  <  لكلىالإيراد ا

مسمم10مممم+ممممم15000مم<ممممسمممم20

مممممم15000مم<ممممسم10م–مسممم20

مممممم15000مم<  مسممم10

مممممموحع م1500مم<ممس
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ت م عحةمصة تةم ج مأ موعتعةةم)س(مبيحقأ م عدمتبوحعتتمتب زبمإقيةجةةممأى

طنام متبشةا.مف مموحع مم1500م مم كو مأ

 ة هامة ملاحظ
تلأ رر مم م عررعم لررىميررىم جرر مت متحقرربمتحع ررعم ررعدمتبوحررعتتمتبباط رروطررة متتذتم

مبيةبتا: متقة ع متطنت متبقتااممعتبام يمدةوىمب

 

 

 :(11)رين تم

تبشةاملإقية م)س(موحع مم مس عاممةممف متبك تامبت مأ ممعةدبامتبيكةممعة ياتض 

م100وىمهررذهمتبدرر عام دررةم متبوحررع ممرر وأ مسررعامعتررم(،سم80+مم16000)مهرر 

ةامحيررىمتبشررمفرر مجموتنررةعمأ متبرريمنغرر  بمتبيرر تبوحررعتتم)س(مم لاوجررعمحجرر مجبترره،

 .تبشةاممف م لىمتلأ  مجبتةةمم50000همت م عحةمصة تةم عرم اك متحق

 لـــــالح

مسممم80+مم16000م=تبيكةبت متبك تام

مجبتهمممم100م=ع مسعامعت متبوح

مجبتهمم50000م=تبرععم

 نة ام عدمتبوحعتتمتبام×سعامعت متبوحع مم=تلإ اتدمتبكلىم

مممسممممممم×مممممم100ممممممممممممممممم=

 
 

م50000م≤ممس(م80+ممم16000)مم–ممسممم100

م50000م≤ممسم80م–م16000م–ممسممم100

م16000م+م50000م≤ممسمم20

 مة الربح قيمم≤ الكليةليف التكا  م– الإيراد الكلى

 مة الربح قيم≤ الكليةليف التكا  م– كلىالالإيراد 
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م66000م≤ممسمم20

مممممموحع مم3300م≤ممس

هم عحرررةمصرررة تةم رررعرمم معةرررةم)س(مبيحقترررأ م رررعدمتبوحرررعتتمتبررر زبمإقيةجةرررةموعتمأى

مم3300هوممتبشةامم مفمم لىمتلأ  مجبتةةم50000

 :(12)رين تم

طارةمت متبيك فرامم،م5000تبيك فامتبثةعيامفرىمتقيرة مأحرعمتباصرةق مهرىمممأ ممعة ياتض 

مجبتره،م12وىمهرذهمتبدر عام درةمم متبوحع ممر وأ مسعامعت مممم2تبايغتا مب وحع مم

تبشررةامحيررىم اكرر ممفرر مجموتنررةعمأ متبرريمنغرر  بمتبيرر تبوحررعتتم)س(مم لاوجررعمحجرر 

 .تبشةاممف م لىمتلأ  مجبتةةمم8000همت م عحةمصة تةم عرمتحق

 لـــــالح

م مم5000= تبيك فامتبثةعيام

م مم2م=تبيك فامتبايغتا مب وحع مم

مجبتهمممم12م=ع مسعامعت متبوح

مجبتهممم8000م=تبرععم

م مم2م=يك فامتبايغتا مب وحع ممتب

  عدمتبوحعتتمتبانة امم× وحع مبتبيك فامتبايغتا مم=تبيكةبت متبايغتا م (1

مسممممممممم×ممم2ممممممممم=مممممممممم

 تبيكةبت متبايغتا ممم+عيامبيكةبت متبثةتم= تامتبيكةبت متبك (2

مسممم2مممم+ممممم5000ممم= مممممممم

  عدمتبوحعتتمتبانة امم×ع موحسعامعت متبم=متلإ اتدمتبكلىم (3

مسممممممممم×مممممم12ممممممممم=ممممممممممم

م
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م8000م≤ممس(مم2+مم5000)مم–ممسمم12

م8000م≤ممسمم2م–م5000م–ممسمم12

م5000م+م8000م≤ممسمم10

م13000م≤ممسمم10

مممممموحع مم1300م≤ممس

هم عحرررةمصرررة تةم رررعرمم معةرررةم)س(مبيحقترررأ م رررعدمتبوحرررعتتمتبررر زبمإقيةجةرررةموعتمأى

مم1300هوممتبشةاممف مم لىمتلأ  مجبتةةم8000

م

م

م

م

م

م

م

م

م

م

م

م

م

 مة الربح قيم≤ الكليةليف التكا  م– الكلىالإيراد 
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 الثالث   الفصل

 طية ة الخالبرمج
Linear Programming 

 أولا : البرمجة الخطية 
 ي  و  الغيىر  في  يقجي ا الةي ية ال    هي  ريقةية تخيمخ  البرمجة الخطية  

تخيي   ال اليية الخطييية المييي    الخطييية ت ييو تيييَا م ي  يية   لييب ا ال اتيي  

 Objectiveالليي    نيقيي  ون نَ يي  لليي  ال ل قيي   ال   يي  و  الغييىر    اليية

Function  قبيير تي يية  يلا قيي ن الليي   هييَ ت  ييي  ال يي    ي  يي اليي   ق طيي  و

الييية ا المكل ييية( ل ( و  وتييي  تي ييية  يلا قييي ن اللييي   هيييَ تخ ييييلإقييراا و  اليييي  ا

،  قمكَن ال  َلج الخط  للبرمجة Optimal Solution   الامث  الل     ل

 الخطية ق   قلى:

 ( دالة الهدف1)
  يي  و  نَ يي  لليي  ال ل قيي   ال  ة الميي  نيقيي  ونلخطييياليية   هيي  ال اااليية الليي 

 :خ  الشك  الم لى الغىر    الة الل    تأ

 ص   ×ب   +س    ×و  =االة الل   

 :ون حيث

 ربح او تعظيم الايراد فان:تعظيم الفى حالة 
 و : ت ث  س ر  يع الَح ة من ال  مج الأ ل

 ث نى ب : ت ث  س ر  يع الَح ة من ال  مج ال

 تكلفة فان:تخفيض ال لةفى حا
 و : ت ث  المكل ة ال مىيرة للَح ة لل  مج الأ ل

 ج الث نى  مىيرة للَح ة لل  مالمكل ة ال ت ث ب : 
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 شروطود أو ال( القي2)
 ه ال  لية الانم  ية فى شك  ممب ق     حيث قم  الم بير عن الةيَا الم  تَا

    ةلك  ممب ق  قراع  ان تكَن الثَا و فى الطر  الاقخر 

  لي  ميين قي  م ييمجا الَحي ا  ال  مجيية المي  قجيي  انم ان عيي  قجي  ماح ية 

 ع   الخلبية  ةغ   ل ه الةيَا  ةيَامَ بة  ق ن تكَنقج  ا

 ربحيم التعظ  :(1رين)تم
مك ت  (  ق ن   ل غ ع تخ ين انمي  يين   مغ ع ق مج م مجين   قراس  ،

لخشيي  ا يييعتخيي  تج  سيي عة ، 26تخيي  تةطيييع الخشيي   ط تيية اسييبَعية 

 الةخي س عة من  2  الى س عة ،  ق م ج الكرس  الَاح 30  سبَعية ط تة ا

ق ييي  ق مييي ج    يييية 40  الكرسييي  مييين الةخييي  الثييي نى    ييي سييي ع   5  ل الا 

س ع   من الةخ  الث نى       3ع   من الةخ  الا ل   س   4 كم  الى  ال

    ية 60الَح ة 

حيي ا   ا الَة فييى اقجيي ا عيييييخطلبرمجيية الال طلييَب اسييمخ ا  ال يي  البييي نى ل

قبر م  ق كن  من ق  م مج ال   قج   الي     ا

 ل الحـ

 ر تة الاتخ   ال ك ت    ص( ( الكراس    س 

 لخش  تةطيع ا

 خش  تج يع ال

2 

5 

4 

3 

26 

30 

 ت  ي   60 40 الي  
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 أولاً: دالة الهدف 
  ي  ص                        ت   60  + س   40 =االة الل   

 القيود  :ياً ثان
 26  ≥ ص 4 +س   2

 30  ≥ ص 3 +س   5

 ثالثا: العمليات الحسابية
 تباينة الاول قيد الاول أو الملا

 26  ≥ ص 4 +س   2

 ل كسالغ ر  اقج ا تي ة ص  ا س تخ    ون تي ة فمراضقم  ا

 صفر  = نفترض أن  ص  صفر  = نفترض أن  س 
 26  = ص 4 +ص ر   × 2

 26  = ص 4

 6.5  = ص

 26  = ص ر  × 4 +س   2

 26  =س   2

 13  =س  

 القيد الثانى أو المتباينة الثانية
 30  ≥ ص 3 +س   5

 ل كسج ا تي ة ص  اقم  افمراض ون تي ة س تخ    الغ ر  اق

 صفر  = نفترض أن  ص  صفر  =  نفترض أن  س 

 30  = ص 3 +ص ر   × 5

 30  = ص 3

 10  = ص

 30  = ص ر  × 3 +س   5

 30  =س   5

 6  = س 
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 بيانى رابعا: الرسم ال

 
 

ي (  هيي  ال  طةيية  طةيية   و ، ب ،  ييقاحييا ان م طةيية ال يي  ال  ك يية هيي  ال 

احي ايي   قي  نةطية   قيم   مثي  قيم  اقجي اقجي ا ال ي  الاالاترب الى الغي ر  لا

وسيييي  علييييى م ييييَ  س  الاسيييية   اقجيييي ا احيييي ايي   ال ةطيييية ب   لاسيييية   الر 

 الج  ل الم لى: ننكَي  ص   الافة  على م َ
 

 ص س  ال   نة  
 االة الل  

 ص  60  +س   40 =

 240 = ص ر(  ×  60  +(  6  × 40 ص ر  6 و

 420 =( 5  ×  60  +(  3  × 40 5 3 ب

 390 =( 6.5  ×  60  + ص ر(   × 40 6.5 ص ر   ي

 

 س 

 

 ص

 

 و

 

 ب

 

  ي

 

 ك ة لَل ال  م طةة ال 

 

    14      13       12      11      10        9       8         7        6          5        4        3           2        1 

 

 

11 

10 
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2 
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 خامساً: الحل الامثل 
  الييي    يييل  اثيييق  مثييي  حييييث ان االييية اللييي   ت  يييي  اليييي   فييي ن ال ييي  الا

ل يي      ييين ال لييَل الأس سييية ال  ك يية  هييَ اتي يية ل اليية الليي طيي  وعلييى ق

 قراسييي  3إنمييي ج  ييي  ال ةطييية  ب(    لمييي لى ن غييي  ال غييي ع  الييي   قم ةييي  ع

قبر     م كن  مك  5 انم ج   ت  لم ةي  و

 تخفيض التكلفة  :(2تمرين)
مين  مين رلبيية  ل قيه مج نَعين مخمل ين من شيَاحن ال َ ي قا  مغ ع ق

 حيييي ة  قيييي ن ل قييييه  272ن ال ييييَ  الثيييي نى  حيييي ة   رلبييييية ميييي 224الا ل  ال ييييَ 

من  8،  16ع لمج يع، حيث ق كن لل  م  الا ل من تج  مان قةَمَن  ب ع

،  14رتي  فى اليَ  الَاح   ي    ق كن لل  م  الث نى تج يع   نَ  على المق

 35 ل  ميي  الا لر اقيي ن و ييحيي    ميين قيي  نييَ  علييى المرتييي  فييى اليييَ  الَا 32

   ية 40م  الث نى  ي    ا ر ال     ية

م ل  حم  ق ة  ال غ ع وت  الم  ق  لل  ق   و    ع ا الأق  ال طلَب:   

  تكل ة م ك ة

 الحـل 
 

  ال  م  الث نى   ص( الا ل   س(   م ال  

 ال َ  الا ل 

 ال َ  الث نى 

16 

8 

14 

34 

224 

272 

 تخ يا  40 35 الأ ر 
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 دف الهة لأولاً: دا
 تخ يا        ص                40  + س   35 =لة الل   اا

 ثانياً: القيود 
 224≤    ص  14 +س   16

 272≤   ص   34 +س   8

 يات الحسابيةثالثا: العمل
 القيد الاول أو المتباينة الاول 
 224≤   ص 14 +س   16

 ل كسة س تخ    الغ ر  اقج ا تي ة ص  اقم  افمراض ون تي 

 صفر  = نفترض أن  ص  ر صف =  س  ن  أ نفترض 
 224  =  ص 14 +ص ر   × 16

 224  = ص 14

 16  = ص

 224  = ص ر  × 14 +  س 16

 224  =س   16

 14  =س  

 الثانيةاينة المتبثانى أو القيد ال
 272≤    ص 34 +س   8

 قم  افمراض ون تي ة س تخ    الغ ر  اقج ا تي ة ص  ال كس

 صفر  =  ص  أن   نفترض فر ص  = نفترض أن  س 
 272  = ص 34 +ص ر   × 8

 272  = ص 34

 8  = ص

 272  = ص ر   × 34 +س   8

 272  =س   8

 34  =س  
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 رابعا: الرسم البيانى 

 
ال  ك يية هيي  ال  طةيية   و ، ب ،  ييي (  هيي  ال  طةيية  طةيية ال يي  قاحييا ان م

طيية   قييم    نةالا  يي  الييى الغيي ر  لاقجيي ا ال يي  الامثيي  قييم  اقجيي ا احيي ايي   قيي

م ييييَ  س  الاسيييية    ال ةطيييية ب   لاسيييية   الروسيييي  علييييى احيييي ايي    اقجيييي ا

 ن الج  ل الم لى:نكَ  على م َ  ص ي  الافة

 

 ص س  ال   نة  
 لة الل  اا

 ص  40  +س   35 =

 1190 = ص ر(  ×  40  +(  34×   35 ص ر  34 و

 590 =( 6  ×  40  +(  10×   35 6 10 ب

 640 =( 16  ×  40  +ر(    ×  ص 35 16 ص ر   ي

 

 

 ص

 

 س 

 
                   34             30              25              20                   15               10                 5       

 

 

16 
 

14 
 

12 
 

10 
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6 
 

4 
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   ك ة م طةة ال لَل ال

 

 ب

 

 و

 

  ي
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 مثل امساً: الحل الاخ
ثيي  ق ثي  ال ي  اليي    ية في ن ال ي  الام حييث ان االية اللي   تخ يييا المكل

ة ال  ك يية  هييَ ال يي  يسييل لييَل الأس ة الليي    ييين اق طيي  وتيي  تي يية ل اليي

وقي    10غي  ال غي ع  يأن قخغي  ال   قم ة  ع   ال ةطة  ب(    لمي لى ن 

  ة  لم ةي  وت  تكل ة م كوق   لل  م  الث نى  6قخغ     لل  م  الأ ل  ي  

 (  3تمرين)
  : مج الخط  الم ل و    ح  البرن 

 ص 60  +س    50  =ت  ي      

 : لم لية لةيَا اف  ظ  ا

 180  ≥ص  3  +  س  2

 150  ≥ص   2  +  س  3

 ص ر ≤   ص ر   ,    ص   ≤    تيَا ع   الخلبية:      س 

 الحـل 

 تباينة الاول المالقيد الاول أو 
 180  ≥ ص 3 +س   2

 قم  افمراض ون تي ة س تخ    الغ ر  اقج ا تي ة ص  ال كس

 صفر  =  نفترض أن  ص  ر صف = نفترض أن  س 
 180  = ص 3 +ص ر   × 2

 180  = ص 3

 60  = ص

 180  = ص ر  × 3 +س   2

 180  =س   2

 90  =س  

 تباينة الثانيةالقيد الثانى أو الم
 150  ≥ ص 2س  +  3
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 ص  ال كس قم  افمراض ون تي ة س تخ    الغ ر  اقج ا تي ة

 صفر  = نفترض أن  ص  صفر  = أن  س نفترض 
 150  = ص 2 + ر  ص × 3

 150  = ص 2

 75  = ص

 150  =  ر ص  × 2 +س   3

 150  =س   3

 50  =س  

 ثانياً: الرسم البيانى 

 
 

 ص س  ال   نة  
 االة الل  

 ص  60  +  س 50= 

 2500 = ص ر(  ×  60  +(  50  × 50 ص ر  50 و

 3700 =( 45  ×  60  +(  20  × 50 45 20 ب

 3600 =( 60  ×  60  +×  ص ر(   50 60 ص ر   ي

 

             90          80          70           60           50           40             30            20             10     

 

80 
 

70 
 

60 
 

50 
 

40 
 

30 
 

20 
 

10 

 س 

 

 ص

 

 ب

 

  ي

 

 و

 

 م طةة ال لَل ال  ك ة 
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 لثاً: الحل الامثل اث
   ت  يييي  اليييي   فييي ن ال ييي  الامثييي  ق ثييي  ال ييي  الييي   لييية اللييي حييييث ان اا

ل يي  هييَ الييَل الأس سييية ال  ك يية  ل ق طيي  وعلييى تي يية ل اليية الليي    ييين ا

 لم ةيييي    45، ص =  20 ب(    لمييي لى فييي ن س = الييي   قم ةييي  ع ييي  ال ةطييية 

قب  ر     م كن  و

 ص  60   +   س  05        تخ يا :   االة الل( 4تمرين)

 : شر  

 60≤  ص   3 +س  2

 80≤  ص   2 +س  4

 ص ر   ≤  ص ر      ،   ص   ≤:       س   تيَا ع   الخلبية

 ـل الح

 60≤   ص 3 +س   2

 صفر  = أن  ص نفترض  صفر  = نفترض أن  س 
 60  = ص 3 +ص ر   × 2

 60  = ص 3

 20  = ص

 60  = ص ر  × 3 +س   2

 60  =س   2

 30  =  س

 80≤   ص 2س  +  4

 صفر  = ض أن  ص ترنف صفر  = س   ض أننفتر
 80  = ص 2 + ص ر  × 4

 80  = ص 2

 40  = ص

 80  = ص ر  × 2 +س   4

 80  =س   4

 20  =س  
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 ى نايبلا مسرلا

 
 

 ص س  ال   نة  
 لة الل  اا

 ص  60  +س   50 =

 1500 =( ص ر   ×  60  +(  30  × 50 ص ر  30 و

 1350 =( 10×    60  +(  15  × 50 10 15 ب

 2400 =( 40×    60  + ص ر(   × 50 40 ص ر   ي

 لامثل الحل ا ساً:خام
ال ي  اليي    حييث ان االية اللي   تخ يييا المكل ية في ن ال ي  الامثيي  ق ثي  

ة  هييَ ال يي   ك ييليية الليي    ييين ال لييَل الأس سييية ال ق طيي  وتيي  تي يية ل ا

لم ةيييي   10 =، ص  15 =س ال ةطييية  ب(    لميي لى فييي ن  ع يي  اليي   قم ةييي  

     تكل ة م ك ةوت

                   30                 25                20                       15                  10                   5 
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 رابع ال  الفصل

 الفئات 
Sets 

 يف الفئة أولاً:  تعر
ليي جهييمجموعة يي جميياجر التيييشجر  ييمجاصيي شعجنييأج تيييم جمامليي ج  جييي  جمام

معكياج  جاكية ج اميت جتيشجر ال.ج هذهج{      } هذهجر التيشجمحتط ججبقةسماج

 جحييشأجميياج  جحييش أج  ج سييعت ج  ج  جخيي جي ييش.ج بيي عجر  ائمييشج يياجر   يي جبيي 

ج.........إ خ.جج،عجج،ججصج،لججسجر حش أجرلأبودب جمث

جثتلملجر ع لىجسئ

 فئة الأعداد الطبيعية: ▪
 }∞جج،...............جج،ج7ج،ج6جج،ج5ج،جج4ج،ج3ج،ج2جج،ج1ج{ج= ج

 10إلى  1 ة منفرديلصحيحة الفئة الأعداد ا ▪
 }جج9ج،ج7ج،ج5ج،ج3جج،ج1جج{ج= س

 10إلى  1فئة الأعداد الصحيحة الزوجية من  ▪
 }ج10ج،ج8ج،جج6ج،ج4جج،ج2ج{ج=صج

 الأسبوع أيامفئة  ▪
 .ج}ر وعا جج،ر خعمسجج،رلأربات ججج،ر ثلاثت جج،لأثلماجرجج،رلأحدججج،ر سئتجج{ج=عج

 فان الطيفئة ألو ▪
 }ر ئل سومجج،ر لملأجج،رلأزاقجج،شج ضلأرج،رلأي شجج،ر ئشاقتلأججج،رلأحعشجج{ج=لج
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 ثانياً:  أنواع الفئات 

 الفئة الأحادية (1
جرحدجفقطج  جر  مجاح ة ج لىج لصشجر    همج

ج لىجسئملجر عثتل

ج}ج25ج{ج=سججججججج}ج6-ج{ج=سججججججججججج}ج4ج{ج=سج

 الفئة الخالية (2
 بشمييلج  ييتجج لصييشجح ييوج  ييةجصييت جر صيي شججاح يية ج لييىج  جر   يي جر  ييمجا هييمج

جج=جج}ججججج{ج= اك بجسجج شملججبت

 تساويةت المالفئا (3
بلتجر   يي ج(س جىجن ييسجر التيييش.ج  جإارجصييت ج ييداح يية ج لييجر   ييتاجر  ييمهييمج

  ييييي ج(س جر   ييييي ج(س جاسيييييت  جر   ييييي ج(ص جإارجصتنيييييتجر ج ر   ييييي ج(ص جفييييي  

 ص .دةجنأجر    ج(اح ة ج لىجن سجر التيشجر عةجةج

ج لىجسئملجر عثتل

ج.}ج6ج،ج5جج،ج7ج،ج4ج،ج8ج{جج=صجججججج.جججججججججججججججججججججججججججججججج}ج8ج،ج7جج،ج6ج،ج5ج،ج4ج{ج=سج

ج.}جج5ج،ج7جج،ج4ج،ج8ج{ج=دججججججججججججججججججججججججججججججججججججججج.ججججج}ج8ج،ج7ج،ج6جج،ج5ج،ج4ج{ج=عج

ج.نأجر    ج(ص ج جاح ة ج لىجن سجر التيشجر عةجةدة ج(سر   

جصججج=سججج

جنأجر    ج(د . سجر التيشجر عةجةدةجر    ج(ع جاجاح ة ج لىجن

جصججج≠سججج

ج
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 الفئة الجزئية  (4
رجصيييت ج يييدبلتجف  يييماج(س ج (ص ج صيييت جصيييلج لصيييشجمييياج لتييييشجر   ييي ج(س جاإ

ف ي ججليمي ج  جر    ج(س جضعاج لتيشجر    ج(ص جف نهجبعكاجر قةلجمةجةدجج

 س ⸧ ص   اك بججر    ج(ص ماج

جإارجصت ج دبلت:  لىجسئملجر عثتل:

ج}جج11جج،ج9ج،ج7ج،ج5جج،ج3ج،ج1ج{ج=صجججججججججججججججججججججججججججججججججججج}جج7جج،ج5ج،ج3ج،ج1ج{ج=سج

  س ⸧ ص 

 الفئة الشاملة (5
ر ختييي ججنييأجصييلجر   ييتاجاح يية ج لييىجصييلجر التيييشجر عةجييةدة جر  ييمجهييمجر   يي

 بت شملجج(جىج .عجماماج بشملج  تجبعةضة

ج  تاجر  ت م :إارجصت ج دبلتجر ج لىجسئملجر عثتل:

ج}ج11ج،ج10ج{ج=عججججججججججججججججججججججج}ج6ج،ج5ج{ج=صججججججججججججج}جج4جج،ج3ج،ج2ج،ج1ج{ج=سج

جف  :

ج}جج11ج،ج10ج،ج6جج،جج5ج،ج4ج،ج3ج،ج2ج،ج1ج{ج= ج

 الفئة المكملة (6
 جر   ي جر عكعةي ج  يذهجر   ي جهيمج ئيتاةج ياجر   ي ج(س جفي ر   ي جج دبلتججججإارجصت 

ن يسج(ى ج نيأججر عةجةدةجنأجر    جر صيتمة ججر  مجاح ة ج لىججعمعجر التيشج

  .ج/ر عكعة جبت شملج(جس ج(س ج بشملج ة   جغمشجمةجةدةجنأجر   ر ةمتج

ج  تاجر  ت م : دبلتجر إارجصت جج: لىجسئملجر عثتل

جججججججججججججججججججججججج}جج4ج،ج3ج،ج2ج،ج1ج{ج=سجججججججججججججججججججججججججج}جج11ج،ج10ج،ج6جج،ج5ج،ج4ج،ج3جج،ج2ج،ج1ج{ج= ج

ج}جج11ج،ج10جج،ج6ج،ج5ج{ج=جج/سجججججججججججججججججججججججججججججججف  :
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جإارجصت ج دبكجر   تاجر  ت م : :(1تمرين )

 جججج}جج8جج،ج6ج،ج4ج،ج2ج{ج=سج

 ججج}ج4ج،ج3ج،ج2جج،ج1ج{ج=صج

ج}ج8ج،ج6ج،ج5جج،ج4ج،ج3ج{ج=جع

 أوجد:

ج/عج-ج3جججججججججججججججججججججججججج/صج-ج2ججججججججججججججججججججججججججج/سج-1

 الحل

 جر  يمجر صتمة ج(ى ج هيمجر   يجبوبج  اجًإبوتدجر    جج/عج،جج/صججج،جج/لأبوتدججس

 (ص ج (ع جد  جاكيييشراج  ججاح يية ج لييىججعمييعجر التيييشجر عةجييةدةجنييأج(س 

ج لصش.ج

ج}جج8ج،ج6جج،جج5ج،ج4ج،ج3ج،ج2ج،ج1ج{ج= ج

جدةجنأج(س جعمعج لتيشج(ى جر غمشجمةجةجججججججججججج    }جج5جج،ج3ج،ج1ج{ج=جج/س

جمشجمةجةدةجنأج(ص جعمعج لتيشج(ى جر غججججججججججججججج}جج8جج،ج6ج،ج5ج{ج=جج/صج

ج(ى جر غمشجمةجةدةجنأج(ع ججعمعج لتيشججججججججججججججججججججج }ج2ج،ج1ج{ج=ججج/عجج

 ة على الفئات مليات الجبريثالثاً:  الع
 (:  إتحاد الفئات 1)

ةدةججنييىج(س جبتاضييتف ج ئييتاةج يياجر التيييشجر عةجيير    ييماجسج،جصجهييةججراحييتد

ججججميييلج لااحيييتدجبيييت شملجج اك يييبجججةدةجنيييىج(ص جبيييد  جاكيييشراج بشججييية عرجييييشجلتليييىجر ار

تسي خدر جر ويل جر علةيلجنيىجرخيكتلجصج ج بعكاجر  ائميش اجرااحيتدجبججU(جسجج

 تىج:فاجصتا
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ج

جر    جر صتمة ججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججج

ج

ج

جف  جصجججججججججججججججججججججججججججججف  جسججججججججججججججججججججججججججججججججججججج

  :(2تمرين )

جر  ت م :إارجصت ج دبكجر   تاج

 ج}ج ج،جبج،ججيج،جدج،جهيج{ج=سج

 زجج{،جهيج،ج ج،ج}جبججج=صج

ج}جدج،جهيج،جزج،جحجج{ج=عج

 أوجد

جعجUصججUعجججج،ججسججU،ججججصجججججعجUصجججججج،جججسججUسججججججججج

 للحا

جججججهيج،ج ج،جزج{ججججججججججججج}ج ج،جبج،ججيج،جدج،= ججصجUجس

ج،جحجج}ج ج،جبج،ججيج،جدج،جهيجج،جزجج=عججججججUسج

جججججججججججججحجج{ججججججج}جبج،جهيج،ج ج،جزج،جدج،جج=عججججUصج

جحج{جج}ج ج،جبج،ججيج،جدج،جهيج،ج ج،جزج،جج=عججUصجججUسج

  :(3تمرين )

جبكجر   تاجر  ت م :ت ج دإارجص

 ج{ج4جج،ج3ج،ج2،جج1}جج=سج

ج{جججج8،جج6،جج4،ججج2}جج=صج

جصججUسجأوجد :   

 ى

     
 ص

 

 س
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 الحل

ججج{جججججججججججججج8،جج6،جج4،جج3،جج2،ج1}جج=صجججUسج

 ات اطع الفئ(:  تق2)
اقييتطعجر    ييماجسج،جصجهييةج ئييتاةج يياجر التيييشجر عصيي شص جنييىجر    ييماج بشمييلج

كييييياجر  ائميييييشج ييييياجر  قيييييتطعج بعجصج ،∩  ج اك يييييبج(جسج∩ة قيييييتطعجبيييييت شملج( 

جتلجفاجصتاتى:جنىجرخكجج خدر جر ول جر علةلبتس

جر    جر صتمة ججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججج

 

 

 

  :(4تمرين )

ج:إارجصت ج دبكجر   تاجر  ت م 

 {ج9،جج5،ججج4،جج3،جج2}جج=سج

 {ججج8،ججج7،جج6،جج5،ججج4}جج=صج

ج{ج9،جج8،جج7،ججج6ج،ج5}جج=عج

جعججججج∩عجججج،ججججصجج∩صجججججج،جججسجج∩سجججججججججأوجد

 لالح

ج{جججججججججججججججججججججججججججججججججججججج5،جججج4}جج=صججج∩سج

جججججججججججججججججججججججججججججججججج{جججججج9،ججج5}جج=عججج∩سجج

جججججججججججججججججججججججججججججججججججججججججج{جججج8جج،ج7ج،ج6،ججج5}جج=عجج∩صج

 

 

 

 ى

ج

جصججججججججججسججججججججججججج

ج

ج

ج

 

 

 س
 

      

     
 ص
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 :(5تمرين )

جر  ت م :ج   تاإارجصت ج دبكجر 

 {ج9،جج7ج،ج4،ججج3،جج2،جج1}جج=سج

ج{جج8،جج6،جج4،ججج2}جج=صج

ج{جج12،جج11،جج10}جج=عج

جعججججج∩صجعجججج،جججججج∩سجصجججججج،جججج∩سجججججججججأوجد

 الحل

ج{جججججججججججججججججججججججججججججججججججج4،جججج2}جج=جصجج∩سج

جججج={جج}ججججججج=عجججج∩سجج

جججججج={ججججججج}ج= عجججججج∩صج

 (:  فرق الفئات 3)
ج  :إارجصت ج دبلتججر    ماجسج،جصججف

ىجلييىجر التيييشجر عةجييةدةجنيير  ييمجاح يية ج  جصج جهييمجج ئييتاةجر   ييج–(جسج ▪

جدةجنأجر    ج(ص .جر    ج(س ج غمشجمةجةج

ر عةجييةدةجنييىجج ج لييىجر التيييشج  ييمجاح ييةسج جهييمجج ئييتاةجر   يي جرج–(جصج ▪

(س .ج بعكياجر  ائميشج ياجر  يشقجبيماجنيأجر   ي ججججمةجةدة غمشججججر    ج(ص 

 نىجرخكتلجفاجصتاتى:جر    ماجبتس خدر جر ول جر علةلج

جج

ج

ج

جسج ججججر ول جر علةلج–لججججج(جصججصج ججر ول جر علةج–سجج(جججججججججججججججج

 ى

ج

جسجججججججججججججججصج

 

 

 
    
 ص

 

 ى

ج

جسجججججججججججصجججج

 

    
 ص
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  :(6تمرين )

ج  ت م :إارجصت ج دبكجر   تاجر

 {جج9،جج7ج،ج4،ججج3،جج2،جج1}جج=سج

ج{جج8،جج6ج،ج4،ججج2}جج=صج

ج{جج12،جج11،جج10جج،ج8ج،ج6}جج=عج

 أوجد

جع جج–(صجج–ج3،ججججججججججع جججججججج–سج(ج-2ص جججججججججججججججججج–(سجج-1

جص ججج–(جعجج-5س ججججججججججججججج–(جصججج-4

 الحل

ججججججج{ججججج9جج،ج7ج،ج3،ججج1}جججج=ص جججج–(سجج-1

جسج={ججج9ج،ج7جج،ج4ج،ج3ج،ج2ج،1}جججج=جججع ججج–(سجج-2

جججج{ججججججججججججججججججججججججججج4،ججج2}ججج=ع جججججج–(صجج-3

ججججججججججججججججججججججج{ج8،ججج6}ججج=س جج–(جصججج-4

ج{ججججججججججج12ج،ج11،ججج10}ججج=ص ججج–(جعجج-5

 :(7تمرين )

ج م :إارجصت ج دبكجر   تاجر  ت 

ج    دج{ج،}ج ج،جبج،ججيجج=سج

ج        ج{ج،جج ج،ججيج،ج جججيج،جهج}جج=صج

ج،ججيج،جهيج{ج}ج جج= ع

 أوجد

جججججججججججججص جج–سج(جج-3ع ججججججججججججججج∩(سجج-2صج جججججججججججججججU(جسجج-1جج

جججججججججججججس ججججججج–(صجج-4

 الحل
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ج{جججج ج، جج، جج،جهيجج،دجج،ج}ج ج،جبج،ججيججج=صج ججU(جسجج-1

ججججججججججججججججججججججججج}ج ج،جججيج{ججججججججج=ع جججججج∩(سججج-2

ج}ج ج،جبج،جد{جججججججججججججججج=ص ججج–(جسجج-3

ج {جججججججج،،ج ج،ج ججج}جهيجج=س جججج–(صجج-4

 :(8تمرين )

جكجر   تاجر  ت م :صت ج دبجإار 

 {ج8،ججج6،جج5،جج4،ججج3،جج2}جج=ىج

 {جج4،جج3،جج2}جج=سج

ج{ج5،جججج4،ججججج3}ججج= ص

 أوجد

جججج/صج∩سججج-4ججججججججج/صج ج∩(جسجج-3جججججججججججج/صج-2جججججججججج/سج-1

جصجججج∩ج/سج-5

 الحل

ج{ججججج8،جج6ج،ج5}جج=ج/سج-1

ججججججججج{ججج8،جج6،جج2}جج=ج/صج-2

نيييييىججمالتهيييييتجر التييييييشجر عةجيييييةدةجنيييييأج(ى ج ر غميييييشجمةجيييييةدةجججج/صج ج∩(جسج

جفت :{جج4ج،ج3}جج=صج ججججج∩اقتطعج(س جمعج(ص ج حمثج  ج(جسج

ج{جج8،جج6،جج5،جج2}ججج=جججج/صج ج∩(جسجج-3

ج{جججججججججج2}جج=ججج/صج∩سجج-4

ج{ججججججججج5}جج=صجججج∩ج/سج-5
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  :(9ن )تمري

ج:كجر   تاجر  ت م  دبإارجصت ج

ج{جججججججججججججججج5،ج4جج،ج3،جج2،جج1}جج=سج

جججججججججججججججججججج{ججججج10إلىجج1فشد جماج}ج ج:ج ج ددجيحمحجج=صج

جججج{ججججججججج10إلىجج1 ج:ج ج ددجيحمحجز جمجماجج}ج=عججج

 أوجد

ججججججججججججججججججججج/صج جUسج جج(ج3ججججججججججعججججججججججججججج∩ج/ ججس2ججججج ججر    جر صتمة ججججججججج1ج

ججججججججججص ججججججججج–(جسججج 6عججججججججججججججج∩صجج∩ ججسج5جججججججججججججج/صج ج∩ جج(جسج4

جص ججججججججججججججج–ج/ جججج(جس8ججججججججججججججججججج/ع ج– جج(صج7

 الحل

ج{ج10ج،ج9ج،ج8جج،ج7ج،ج6}جج=ج/سجججججججججججججج{جججججججججججج5،ج4جج،ج3،جج2،جج1}جج=سج

ج{ج9جج،ج7ج،ج5،جج3،جج1}جج=جج{جج10إلىجج1فشد جماج}ج ج:ج ج ددجيحمحجج=صج

ج{ج10ج،ج8ج،ج6،جج4،جج2}جج={جججج10إلىجج1محجز جمجماج}ج ج:ج ج ددجيحج=عجججج

ج{ججججججج10ج،ج9جج،ج8ج،ج7ج،ج6جج،ج5ج،ج4ج،ج3،جج2،جج1}جج= جر    جر صتمة ج(ى جج1

جججججججججججججججججججججج{ججججججججججج8ج،ج6}جج=عجج∩ج/ ججس2

ج{جفت ج:ج9ج،جج7ج،ج5ج،جج4ج،ج3،جج2،جج1}جج=صج جججU ججبعتج  ج(جسج3

ج{ج10ج،ج8ج،ج6}ججج=ج/صج جU(جسج

ج:{جفت جج5ج،ج3،جج1}جج=ججصج ج∩ ججبعتج  ج(جسج4

ج{ج01ج،ج9ج،جج8ج،ج7ج،ج6ج،جج4،جج2}جج=ج/صج ج∩(جسج

ججججججججججججججججججججججججججج=}ججججججججج{جج=عجج∩صجج∩ جسج5

ج{ججججججججججججججج4ج،جج2}ججج=ص جج–(جسججج 7

ج :{جفتج9ج،ج7ج،ج5ج،ج3،ججج1}ججج=ع جج– ججبعتج  جج(جصج8
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ج{ج10ج،ج8ج،جج6ج،ج4،جج2}ججج=ج/(صجييجع 

ج{جججججججج10ج،ج8ج،ج6}جج=ص جج–ج/(جسججج 9
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 الخامس   الفصل

 المحددات 
Determinants 

 تعريف المحدد :  أولا 
 تسرررررل ثد  من رررررحدتررررراد  ع   ررررراتد   ياضررررر  دد تدأد ءدرياضررررر  دتعتبرررررحد    ررررر 

بأنررمدتو ةدرر دد  خط رر ودوي مررادتع يرردد    رر دوخاصرر دد رر دلررثد   عرراد تد

تب دفىدصفةفدوأد  ةدبشحطدتساوىدد دد  صرفةفدترعددر ددتحددتاد  ع اصحد

د لأد  ةو

د4د2

د6د2

 
 

: رتبة )درجة ( المح  ددثانياا
 ةدرتب د وددرج د    ر دوداا   ر دد ىد  حتبر دت  ددد دد  صفةفدود دد لأد 

 نرر ديتمررة د  نان رر ديتمررة دتررادصررف ادود ررةديامدب   رراد    رر ددترراد  حتبرر د  نا

دلاث دأد  ةمدوهمذ وووووثدتادثلاث دصفةف

 أمثله
د3 5

د1د2

 من الدرجة الثانية محدد

د7د1د4

د6د2د1

د3د8د3

 لثةالدرجة الثامحدد من 
 

 ثانى ودعم د أولعمو

 لصف أو

 صف ثانى
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: مفكوك المحدد   ثالثاا
 وك المحدد من الدرجة الثانيةمفك (1

ود ررةديامدق  رر دفتفمررةلمد    رر ددترراد   رجرر د  نان رر دف   مررة دتررادصررف اد

سر دتطحولرادت لرادلاصرثدضرحعدحئ طرحد  لاصرثدضرحعدد اصرحد   دبارةددادد

دد اصحد   طحد  فحد دفغ حد  حئ س مو

 :(1ن )يتمر

دأوج دتفمةلد     دد  تالى: 

د3 5

د4د2

د

د14د=مدد2د×د3فدد-مدد4د×د5فدد=   ث:دق   د     دد

 :(2تمرين )

 أوج دتفمةلد     دد  تالى: 

د1 2د

د6د10

د2د=دمد10د×د1فدد-مدد6د×د2فدد=   ث:دددق   د     دد

  :(3تمرين )

 أوج دتفمةلد     دد  تالى:

د2 3-

د4د1د

د14د-د=مدد1د×د2فدد-مدد4د×د3-فد=     ددد   ق   ث:ددد

لاصررثدضررحعدد اصررحد   طررحد  حئ سرر د

 4×ددد5

 طحد  فحد لاصثدضحعدد اصحد   

- 
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 :(4تمرين )

  دد  تالىد   دكا :    أوج دق   دسدفىد 

د3- 15
د42=د

دسد 4

د42د=مدد4د×د3-فدد-سدمدد×د15   ث:دددق   د     دد=دفد

 42د=مد12-فد–سدد15

د42د=د12دد+سدد15

د12د-د42دد=سدد15

د30دد=سدد15

د2د=سد

 مفكوك المحدد من الدرجة الثالثة (2

ج د  نا ن دف   مة دترادثلاثر دردالدد ةدطحقد يواددتفمةلد     ددتاد    ه

دوثلاث دأد  ةمدن تصحدت لاددلىدط ي  د  قطارد   تة زي وفةفدص

 قطار المتوازية  باستخدام طريقة ال  خطوات إيجاد مفكوك المحدد
ىدند  ع ةدد لأولدود اصرحد  ع رةدد  نراهد  ط ي  ديتمدتمح ردد اصحدد ادً لذمدوا1ف

د لىديسارد     دد لأساس و

عدلة صرررثدضرررحعدتو رررة  ئرررذدهرررةددبرررارةددرررادمرررةلد    ررر دددفمدويمرررة دت2ف

د اصحد  قطارد  حئ س  دتطحولادت رمدتو رةعدلة صرثدضرحعدد اصرحد  قطرارد

د مودد  فحد  دفغ حد  حئ س 
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 :(5تمرين )

     دد  تالى:أوج دتفمةلد   

 =أد
د5د2د3

د7د6د1

د4د2د1

 الحل
انىد لرررىديسرررارد    ررر ددنرررحد  ع رررةدد لأولدود اصرررحد  ع رررةدد   ردد اصرررحديرررتمدتمررر

  لأساس 

د2د3د5د2د3

د6د1د7د6د1

د2د1د4د2د1

دم2×دد1×دد5مد+دف1×دد7×دد2مد+دفد4×دد6×دد3فددددد=ق   د     دد

دررررررررردرر

دمد1×دد6×دد5مد+دف2×دد7دد×د3مد+دفد4×دد1×دد2فددددد

د16د=د80د–د96دد=ق   د     دد

 :(6)ين رتم

 أوج دتفمةلد     دد  تالى:  

 =أد

د3د5د2

د1د2-د4-

د2د1-د1
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 لالح
د5د2د3د5 2

د2-د4-د1د2-د4-

د1-د1د2د1-د1

دد

 م1-×دد4-×دد3فدمد+1×دد1×دد5مد+دفد2×دد2-×دد2ف      د=ق   د     دد
 ررردرررررررد

دم1×دد2-×دد3مد+دف1-×دد1×دد2مد+دفد2×دد4-×دد5فددددددددددددددد

د57د=مد48-فد–د9دد=     ددد  ق 

: خ   اص المحددات ورابعاا
فرررىدايوررراددتفمرررةلدع يررر دتررراد  خصرررائهد  تررر دتسرررلثدتتسرررمد    ررر د تدبا 

دتاديلى:د     ددب و داستخ  مد  طحقد   عتادهمدنذكحدت لا

دددل اداإ دق   د     ددتساوىدصفحد ادأودد ةديادتتشابج دصفا  دو م1

 :على سبيل المثال

د5 5

د2د2
د

د3د1د4

د6د2د8

د3د1د4
د

 هانالصفان الاول والثالث متشاب              الثانى متشابهانوالعمودان الاول      
دت  ددتساوىد  صفحدكثدوبا تالىدق   د

د

د
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دردارإ دق  ر د    ر ددتسراوىا  دوج دصددأودد رةددج  رعدد اصرحهدأصرفاد م2

دصفحدد

 :على سبيل المثال
د0 5

د0د9
د

د8د6د9

د4د1د8

د0د0د0
د

                                                            الثالث جميع عناصره أصفار   الصف                          الثانى جميع عناصره أصفار        عمود لا   
دت  ددتساوىد  صفحدكثددوبا تالىدق   

 

حدصررددتعرر ادأودد ررةددوتمررة د مررادأخررذدداتررثدتشررتحلدتررادبرر ادد اصرري م3

 د  عاترررررثد ررررر د  ئرررررذدتسررررراوىددق  ررررر د    ررررر دد  و يررررر د×ددقد ررررر دق  ررررر د   

د   شتحلو

  :ثالعلى سبيل الم
د2 6

د18د=د6د–د24د=مدد3×دد2فد–مدد4×دد6فدد= 
د4د3

د  صدد  ولدددددكعاتثدتشتحلدتادب ادد اصحددد2ي مادأخذد  حقمدددد

د×دد2=د
د1د3

د18د=دد2×دددد9د=مدد3×دد1فد–مدد4×دد3فدد= 
د4د3

دةدد  ولدددد كعاتثدتشتحلدتادب ادد اصحد  عدد3حقمددد ذد أودي مادأخ

د×دد3=د
د2د2

د18د=دد3د×ددد6د=مدد1×دد2فد–مدد4×دد2فدد=د
د4د1
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ادهرر د   دأبرر   ادصررف ادأودد ررةديادتتورراورياداررإ دق  رر د    رر ددت ررثدك رر م4

دوو مادبإشارةدتخا ف 

 : على سبيل المثال
د2 3

د13د=د2د–د15د=مدد1×دد2فد–مدد5×دد3فدد=د
د5د1

ثدك رادهر د ةدد  نانىداا دق   د     ددت رعاإ  دأب   اد  ع ةدد  ولدتما د  

دو مادبإشارةدتخا ف 

د3 2
د13د-د=د15د–د2د=مد5×دد3فد–مد1×دد2فدد=د

د1د5

نىداررا دق  رر د    رر ددت ررثدنرراصرردد  ولدتمررا د  صرردد  وبا  نررثدا  دأبرر   اد  

د مادبإشارةدتخا ف ك اده دو

د5 1
د13–د=د15د–د2د=مد3×دد5فد–مد2×دد1فد=د

د2د3

لررىدع رر دا  دأبرر   ادصررفةفد    رر دد     رر دد دير ررحدتررادق  تررمودب يحدت ررةد م5

دأد  ةدوأد  تمد لىدصفةفداإ دق   د     دد دتتر حود

 : على سبيل المثال
د5 4

د2د=د10د–د12د=مدد2×دد5فد–مدد3×دد4فدد=د
د3د2

ق  ر د    ر ددت رثددارا دةد ر ب   اد  د  ةد لىدصفةفدو  صفةفد لرىد اإ  دأ

د:الىدا تك اده دك

د2 4
د2د=د10د–د12د=مدد5×دد2فد–مدد3×دد4فدد=د

د3د5
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وج دت ر ددج  رعدد اصرحهدأصرفاردتراددر  دد اصرحد   طرحد  حئ سر دارا د   دد م6

دحد  حئ س اوىدلاصثدضحعدد اصحد   طق   د     ددتس

  على سبيل المثال: 
دد0د0 2

د8د=د4×دد1×دد2د=د0د1د0

دد4د0د0

د

دد0د0د5

د30د-د=د3×دد2دد-×دد5د=د0د2-د0

دد3د0د0

 دتعررادفاتممدالررىدودألرر دتعررادفاتمدفأودد ررةددأودألرري مرراداضرراا دصررددأ م7

 صددأخحدفأودد ةددأخحمدو  كد دير حدتادق   د     دو

  المثال:  سبيلعلى 
د6 3

د3د=د12د–د15د=مدد2×دد6فد–مدد5×دد3دفد=د
د5د2

د نانىد دةدبإضاا د  ع ةدد  ولد لىد  ع 

د9د3
د3= د18د–د21د=مدد2×دد9فد–مدد7×دد3فدد=د

د7د2

دانىد دضعدد  صدد  ولد لىد  صدد  نبإضاا

د6د3
د3د=د48د–د51د=مد8×دد6فد–مد17×دد3فدد=د

د17د8
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 ةدمدت تةىددلىدلر ياداإنرمد اصحدأىدصددفأودأىدداتددتمةنا  دكانتدد م8

داوتباردأ د     دديساوىدتو ةعدل ديادأخ يي ماداد

  سبيل المثال:  لىع
دأد+دعد3

د=
دأد3

د+د
دعد3

دصد2دسدد2دسد+دصدد2
د

د

د

د5د9
د=

د5د9
د+د

د5د9

د3د-د1دصدسدد3د-صدددد1سد+
 

 :(7تمرين )

د  تالىدتساوىدصفحدد ثبتدباستخ  مدخة صد     د تدأ دق   د     د  

د1د4 2 

د2د3د4

د3د5د6

 الحل

دتشتحلدتاد  ع ةدد  ولددداتثد2بأخذد

د×د2=د

د1د4د1

د2د3د2

د3د5د3

  نا رررإدارررإ دقررر مدةدددد  ولدتتشرررابمدترررعدد اصرررحد  ع ررر  ع رررةدوب رررادأ دد اصرررحد

دصفحدوبا تالىداإ :د     ددتساوى

د×دصفحد=دصفحدد2ق   د     دد=د
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  :(8تمرين )

دق   د     دد  تالىدتساوىدصفحد صد     د تدأ دتخ  مدخة ثبتدباس 

د6د4 2

د2د3د4

د9د6د3

 الحل

دتحلدتاد  صدد  ولدتشدثتداد2مدبأخذد1ف

د×د2=د

د3د2د1

د2د3د4

د9د6د3

داتثدتشتحلدتاد  صدد  نا إددد3مدبأخذد2ف

د×دد3×دد2=د

د3د2د1

د2د3د4

د3د2د1

  ع رررةدد  نا رررإدارررإ دقررر مددوب رررادأ دد اصرررحد  صررردد  ولدتتشرررابمدترررعدد اصرررحد

د     ددتساوىدصفحدوبا تالىداإ :

دصفحدد=×دصفحدد3×دد2د=     ددق   د

 :(9) تمرين

دفحدتدأ دق   د     دد  تالىدتساوىدصد  ثبتدباستخ  مدخة صد       

د2د5 6

د5د7د9

د3د2د3
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 الحل

د د  صدد  ولد لىد  صدد  نا إدي تجدأ :بإضاا

د2د5د6

د5د7د9

د5د7د9

مدترررعدد اصرررحد  صررردد  نا رررإدارررإ دقررر مد  صررردد  ولدتتشرررابد اصرررحددوب رررادأ 

دتساوىدصفحدد     د

: حل المعادل  طية بإستخدام المحددات الخ  ت خامساا
   ياضر  ودويشراعداسرتخ  تلادتخ  مد    ر د تدفرىدلرثد   عراد تدداسري مادد

كنرحودوي ر مدفىدلثد    عاد تد  خط  د لأن  دتاد   رج د لأولىدفىدتتر  يادأودأ

ايوراددداوىد ع دد   واه ثدأود   تر ح تد   ح د ديمة دد دد   عاد تدتسأ

داودق  تل

 هولين مجات فى حل المعادلت فى حالة ددلمحخطوات إستخدام ا
د ددلىد  شمثد  تالى:تحت بد   عاد تدب  إديمة م1

 1=دثصدد1سد+دعد1أ

د2صد=دثد2سد+دعد2أ

د:ل إ

   تلاددددددددسدمدصد:دتحت د لىد   تر ح تد   ح ددايواددق

 :ددتحت د لىدتعاتلاتد   تر حدفسمد2مدأد1أد

 دملىدتعاتلاتد   تر حدفص:دتحت د 2مدعد1ع

د:دتحت د لىد  نة بتد2مدثد1ث

د
 ددددددددددددد
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دعاتلاتايواددتفمةلدت  دد    م2

 =ددددددددد
د1عد1أ

د2عد2أ

ايواددتفمةلدت ر ددسددرادط يرسداسرتب  لدد رةددتعراتلاتدسدفرىد م3

 بررتمدوبا تررالىديمررة دت رر ددسددلررىد    ررةد   عرراتلاتدبع ررةدد  نةد دت رر

د تالى: 

 سد=ددددددددد
د1عد1ث

د2عد2ث

فرىدددادط يسداسرتب  لدد رةددتعراتلاتدصصددددايواددتفمةلدت  د م4

وبا تررالىديمررة دت رر ددصددلررىد    ررةدنة بررتمدت رر دد   عرراتلاتدبع ررةدد  

   تالى:

         ص=
د1ثد1أ

د2ثد2أ

د  تر ح تدسدمدصددلىد    ةد  تالى:ايواددق   د  م5

 سد=د
دسدد

 دد

د=صد
دصد

 دد

إ دن رامدتفمرةلدت ر دد   عراتلاتدتسراوىد  صرفحدار:د   دكرا دتعدتلالر دأ 

د   عادد  سد مدلثد

دد :(10تمرين )

دت مدبإستخ  مد     د تدلثد   عاد تد  خط  د لأ

 13سد=دد4صد+دد3

د=دصفحدد21د-صدد5سد+دد6
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 الحل (1

د:لىدتحت بد   عاد تددلىد  شمثد  تا م2

 13صد=دد3سد+دد4

د21=دصدد5سد+دد6

ديواددتفمةلدت  دد   عاتلاتاد م3

         = 
د3د4

د2=دد18د–د20مد=دد6×دد3فدد–مدد5×دد4=دف
د5د6

دعاتلاتدسدبع ةدد  نة بتايواددتفمةلدت  ددسدباستب  لدت م4

         سد=د 
د3د13

د2=دد63د–د65مد=ددد21×دد3فدد–دمد5×دد13=دف
د5د21

دتعاتلاتدصدبع ةدد  نة بتتب  لدايواددتفمةلدت  ددصدباس م5

 صد=ددددددددد
د13د4

د6=دد78د–د84مد=ددد6×دد13فدد–دمد21×دد4=دف
د21د6

دصدايواددق   د   تر ح تدسدمد م6

 سد=د
دسدد

د=
د2

د1=د
د2دد

 

دصد=
دصد

د=
د6

د3=د
د2دد

 

دةيضدفىد   عاد تد  ساس  تمد  تع  تأك دتاد   ثدي

 13=ددد3×دد3+ددد1×دد4

د21د=د3×دد5+ددد1×دد6
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 دلثد   عاد تد  خط  د لأت مدبإستخ  مد     د ت  :(11تمرين )

دصفحد=دد7د-صدد3سد+دد4

دصد2=دد2د+سدددددد

 الحل (1

دلى:ت بد   عاد تددلىد  شمثد  تات م2

 دد7صد=دد3سدد+دد4

د2د–د=دصد2د+سد

دتلاتايواددتفمةلدت  دد   عا م3

 =ددددددددد
د3د4

د5=دد3د–د8دمد=دد1×دد3فدد–مد2×دد4فد=
د2د1

دايواددتفمةلدت  ددسدباستب  لدتعاتلاتدسدبع ةدد  نة بت م4

 سد=ددددددددد
د3د7

د20=دد6د+د14مد=د2د–×دد3فدد–مدد2×دد7=دف
د2د2د–

 ت نة بستب  لدتعاتلاتدصدبع ةدد باددصدايواددتفمةلدت   م5

         صد= 
د7د4

د15د–=دد7د–د8د–مد=د1×دد7فدد–مد2د–×دد4=دف
د2د–د1

دايواددق   د   تر ح تدسدمدصد م6

w د=دص
د15د–

د3د–=د
د5

 

د=دسدد
د20

د4د=
د5
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 دلثد   عاد تد  خط  د لأت مدبإستخ  مد     د ت  :(12تمرين )

 صد2د–د5سدد=د

د24سد+دد3صد=دد7

 الحل (1

دلى:تحت بد   عاد تددلىد  شمثد  تا م1

 د5صد=دد2سدد+د

د42د=دصد7سد+ددد3د-

دتلاتايواددتفمةلدت  دد   عا م2

 =ددددددددد
د2د1

د13=دد6+دد7مد=دد3د-×دد2فدد–مدد7×دد1فد=
د7د3د-

دايواددتفمةلدت  ددسدباستب  لدتعاتلاتدسدبع ةدد  نة بت م3

 سد=ددددددددد
د2د5

د13د-=دد48د–د35مد=دد24×دد2فدد–مدد7×دد5=دف
د7د24

 ت نة بستب  لدتعاتلاتدصدبع ةدد باددصدايواددتفمةلدت   م4

         صد= 
د5د1

د39=دد15+دد24مد=دد3د-×دد5فدد–مدد24×دد1=دف
د24د3د-

دايواددق   د   تر ح تدسدمدصد م5

w د=دسد
د13-

د1د-=د
د13

 

د=دصد
د39

د3=
د13
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 دس السا   الفصل

 المصفوفات
Matrices 

 أولاً:  تعريف المصفوفة
عرلنننجروعم  نننكرونننيمكنننعريف ينننفرفةمبنننا شكر أو نننير نننكىرع ريف  ننن ري  ننن  ر 

دةر ة سروعرفةض  ر رعنريكن نر ندارفم مندةر كرفجرصا فرع رع مفةق مرو ي

لمبننا شكركرةنيعننيارواكن روسني يي رةفندارفةبننا فلأر يم نيشكرنهننجرعون ر ريمكنع

 ةكنننعريمكنننعرندننن فير ننندةر مل ننني رد  ينننكر  يي ننن كرر منننكرو ي  نننكشلننن سرة نننير 

رلأيلرفةمبا شكلاكر لجرفةمبا شكلأر ش ميريلجر  ضرعوثلكرة فضرع كوخ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

ر

3 

 

5 

 8 

 

7 

 

1 

 9 

 

4 

 

 

 
 3×رر3

 

4 9 

2 

ر

5 

 

 2×رر2

 

 2ر×ر3

6 

 

4 

8 5 

 7ر2
2 

ر

3 

 

5 

 

 3ر×ر2

 

8 

 

7 

 

1 
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يك نننسرع ننناىرونننىروبنننا شكرر نننمرفيمثنننىر ننندارفةبنننا ف ر×رر نننمرريلاحننننرعوننن 

 بنناكر يوننكريلرا شكرح ننيريقننفيمثننىر نندارفم منندة ر يمثننىر ةننصراردننكرفةمبنن

رفةدردكرمر×رنر ندويري ك نروعررمرصفرر رنر م الأ شكروعرفنرفةمبا

 ثانياً:  الأنواع المختلفة من المصفوفات 
 فة المربعة( المصفو1)

دارصنا ش يرونعر ندارع مندي ير  ية نيهجريكن نرىري سني  ر نهىرفةمبا شكرفة 

ر هكذفلأرر3×رر3ع رر2×رر2ع ررر1×رر1وبا شكرفجرفةشكىر

 
 
 
 
 

 صفوفة المحورةالم (2)
كرفة ننن رو بنننىر ل  نننير فننندردفنننىرفةبنننا فرع مننندةر فم مننندةربنننا شفةمهننن ر

رصا فر ي وزرةفمل كرفة   ي ر ية وزرفر/ر روثى:

ر

ر=ررر/عرررررررررررررررررررررررررررررعر=ررررررررررررررررررررررررررررررررر

ر

 
 ( المصفوفة الصفرية3)

ر:يرعصايرروثىه رفةمبا شكرفة  ردم عر نيص ه

 

1 

ر

8 

 

4 

 9 

 

2 

 

6 

 10 

 

6 

 

1 

 
 3×رر3

 

9 

 

7 

 5ر8

 

 2×رر2

 

9 

 

8 

 

1 

ر

5 

 

 2×رر2

 

5 

 

8 

 

1 

ر

9 

 

 2×رر2

 

0 
 

0 
 

0 
 

0 
 

 2×رر2
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 اثلة( المصفوفة المتم4)

فةمبا شكرفةم  فكرفة نىرف فرينمري  ي هنيرة دندويرعون رةنمري ند ري   ن رفنجرررهى

ا شكرفة نىريقنعر نيص رفةمبنررلاحنرفنردمع  مكروىر نب رفجرفةمبا شكلأر ي

 نناىرفةق نن رفة   سننىرهننىرواننسرفةفنيصنن رفة ننىريقننعرع لننجرفةق نن رفة   سننى رف

روثى:

 
ر

ر=ررررررررر/عرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررعر=رررررررررررر

ر

ر

 ( المصفوفة القطرية4)
 رفةق ن رمنير ندفر نيصنفةمبا شكرفةم  فكرفة ىردم نعر نيصن هيرعصنايررش هىرر

ر  سى روثى:فة ر

ر

ر

ر

ر

 ( المصفوفة الوحدة4)
هىرفةمبا شكرفةم  فكرفة ىردم نعر نيصن هيرعصنايررش منير ندفر نيصن رفةق ن ر

رح روثى: نروعرفة فحدرفةب  ي كش ىر ة   سىف

ر

1 

ر

8 

 

4 

 8 

 

2 

 

6 

 4 

 

6 

 

1 

 
 3×رر3

 

1 

ر

8 

 

4 

 8 

 

2 

 

6 

 4 

 

6 

 

1 

 
 3×رر3

 

1 

ر

0 
 

0 
 

0 
 

2 

 

0 
 

0 
 

0 
 

5 

 
 3×رر3
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ر

ر

ر

 ( متجه 5)
ربا شكرفة ىري ك نروعرصفر فحدرشقطرع ر م ار فحدرشقطلأمفة ه ر

ر

ر

ر

 فوفات لخاصة بالمص ت الجبرية اثالثاً:  العمليا 
 وطرح المصفوفات( جمع 1)

يمكعردمعر ط حرفةمبا شي ر ش طرعنريك نروعرواسرفةدردنكرع رعنر ندار

 رطننن ح رونننىردمنننعرفعرون نننيرو سننني  لأر يننن مرونننىرفم مننندةرفنننجررفةبنننا فر  ننندا

 نبنن رروننعر نيصنن رفةمبننا شكرفم هننجروننعرفةفنبنن رفةمقي ننىرةنن رفنن رفةمبننا شكر

رفةثيو كلأ

رفة ية   ع:رفةمبا ش  عر فروينرةديصن( 1تمرين )

ر
ر

ربر=رررررعر=رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

ر

ر

 أوجد:
رعرر– رربر3فررررررررررررررررررررررررررررربررر– ررعر2فرررررررررررررررررررررر ررعر+ربرررررر1ف

1 

ر

0 
 

0 
 

0 
 

1 

 

0 
 

0 
 

0 
 

1 

 
 3×رر3
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1 

ر
1 

ر
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1 

ر
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 4 
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 3×رر3

 

1 

ر

2 5 

 1 

 

–2 6 

 –3 

 

 

7 9 

 3×رر3
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رالحل

ر ررعر+ربررررررررررررررررررررررررررر1ف

ر
ر

ر+ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررعرر+ربر=رر

ر

ر
ر

ر
ر

رررررررررعرر+ربر=رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

ر

ر

رررررررررررررررررررررربررررررررر– ررعر2ف

ر
ر

ر–بر=رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر–عررر

ر

ر

ر

ر
ر

ررررررررررررررررررررررررررررررررررررربر=ررررررررررر–عرررررررررررررررررررر

ر

ر

1 

ر

8 

 

4 

 8 

 

2 

 

6 

 4 

 

6 

 

1 

 
 3×رر3

 

 3×رر3
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–2 

 

6 

 7 

 

9 

 

1 

ر
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5 
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 3×رر3
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ر
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9 

 9 

 

0 
 

12 
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 3×رر3
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رعرررررررررررررررررررررررررررر– رربر3ف

ر
ر

ررر–ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر=عرر–برر

ر

ر

ر

ر
ر

ررررررررررررررر=رررررررررررررررررررررررررررررررررعرر–ربرررررررررررررررررر

ر

ر

 ة فى رقم ثابت( ضرب المصفوف2)
 نيصن ريمكعر  برفةمبا شكرفجرر مرثي تر عرط يقر  برونىر نبن رونعر

ر  مرفةثي تلأفةمبا شكرفجرفة

را شكرفة ية ك:ةمبفريصن فروينرةد( 2رين )تم

ر
ر

رعر=ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

ر

ر

 أوجد:
رعرر5 ررر2فررررررررررررررررعرررر3 رر1ف

1 

ر

2 

 

5 

 1 

 

-2 
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 -3 
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 3×رر3

 

 3×رر3
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–7 
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–6 
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رالحل

ر
ر

ر×رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر=رررر3عر=ررر3

ر

ر

ر

ر
ر

ر=رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر×ررررررررررر5عر=ررر5

ر

ر

 ( ضرب المصفوفات 2)
يمكننننعر نننن بروبننننا ش  عر شنننن طرعنريكنننن نر نننندارع منننندةرفةمبننننا شكرفم هننننجر

 أخننذر نيصنن رمر مل ننكرفةضنن برةثيو ننكلأر ينن فةمبننا شكرفروسنني  رةفنندارصننا ف

فةبننفرفم لروننعرفةمبننا شكرفم هننجر  نن بروننىرون ننيرش مننيريقي لنن روننعر نيصنن ر

 منكرفةفنبن رفم لر رلنجر رةثيو كر  يةعمعرو بنىكرففجرفةمبا شرفةفم ارف  ل

بفرفم لرفجروييجرفةض بلأرثمروأخذر نيص رفةبفرفم لروعرفةمبا شكرفجرفة

فةثنني جرفننجرفةمبننا شكررعر نيصنن رفةفمنن امننيريقي لنن روننوننىرون ننيرش رفم هننجر  نن ب

فةثيو ننكر  ننيةعمعرو بننىر لننجر  مننكرفةفنبنن رفةثنني جرفننجرفةبننفرفم لرفننجروننييجر

رةض بر هكذفلأف
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 با شكرفة ية ك:ةمفريصن فروينرةد( 3رين )تم
 
ر

 صر=ر                                              دنر=
 
 

 أوجد:
رنر ررصر×رد2فررررررررررررررررررررررررررر رردنر×رص1ف

رالحل

ر

 ×ر                                   دنر×رصر=
ر

ر

ر

رشكا سنني  رةفنندارصننا فرفةمبنننجروبننا شكرفم هنننعنر نندارع منندةرفةميلاحنننر

رثيو كر  ية يهجريع زر  بردنر×رصروية يهج:فة

ر

ردنر×رصرر=ر

ر

ر

ر

ردنر×رصرر=ر

2 

ر

3 

 

5 

 

 3×رر2
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2 

ر
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 3×رر2
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ر
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 8×رر2+رر2×رر6

 

 7×رر2+رر3ر×ر6

 

 1×رر2+رر5×رر6

 

ر1

×ر
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 8×رر4+رر2×رر6

 

 7ر×ر4+رر3×رر6

 

 1×رر4+رر5ر×ر6

 8×رر1+رر2×رر3 

 

 7×رر1+رر3×رر3

 

 1×رر1+رر5×رر3

 

 2×رر3
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 2×رر3
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ر

ر

ر×رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررصر×ردنرر=رررر

ر

ر

يلاحنننننننرعنر نننننندارع منننننندةرفةمبننننننا شكرفم هننننننجر  نننننن روسنننننني  رةفنننننندارصننننننا فر

ر  برصر×ردنرع زية يهجر ريفةمبا شكرفةثيو كر  

رينرةديصرفةمبا شي رفة ية ك:ور فن( 4تمرين )

ر
ر

رعر=ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررربر=رر

ر

ر

 
 

رصر=رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررردنر=ر

 
 أوجد:

رصرر– رربر3فرررررررررررررررررررررررررربرررررر– ررعر2 ررعر+ربررررررررررررررررررررررررررف1ف

ر ررصر×ردن6 رردنر×رصرررررررررررررررررررررررررررف5بررررررررررررررررررررررررررررفر3 رر4ف

ر/×ردنر3 رر9فرررررررررررررررررررررررررررررررررررر/ رردن8فرررررررررررررررررررررررررررررر/ ررب7ف
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رالحل

ررر ررعر+ربررررررررررررررررررررررررر1ف

ر
ر

ر+رررررررررررررررررررررررررررررررر+ربر=رررررررررررررررررعر

ر

ر
ر

ر
ر

ررررررررررررررررررررعرر+ربر=ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

ر

ر

ربررررررررررررررررررررررررررررر– ررعر2ف

ر
ر

ر–ررررربر=ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر–عررر

ر

ر

ر
ر

رررررررررررررربر=رررررررررررررررررررررررررررررررررر–ررعرررررررررررررررررر
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ردكروعرواسرفةدرر و ميرة سرصرر ريع زرط حرفةمبا ش  عرر– رربر3ف

ر

ر×ربرررررررررررررررررررررررررررررر3ر ر4ف

ر

ر=رررررررر×ررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر3×ربر=رررر3

ر

ر

ر

ر رردنرر×ررصر4ف

 
ر×رررررررررررررررررصر=رررررررررررررررررررررررررررررررردنرر×

 
ر
ر

ر

ردنر×رصرر=ر

ر

ر

ردنر×رصرر=ر

ر

ر

ر
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ررر ررصر×ردنر6ف

ر

 ×ر                                    دنر×رصر=
ر

ر

ر

ر

ردنر×رصرر=ر

ر

ر

ر

ردنر×رصرر=رر

ر

ر

ر

رررررررر/ رربر7ف

رررررررر
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ر/ ردن8ف

ر

ر=ررر/دنرررررررررررررررررررررررررررررررردنر=رررررررررررررررررررررررر

ر

ر

ر/×ردنر3 رر9ف

ر
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 السابع   الفصل
 لتفاضلا

Derivative 

 التفاضل  تعريف أولاً:  
 إلل  ص(بالنسلة   الأول للدالل   ي  فاضل أو المعامل التفاضل الت  عريفتيمكن  

مللا لللي الرللف  و لل  س إ Δ ولا تلل عنللدم ص Δ  س( بأنللن نيايلل  معللدل الت  لل  

 س.  عند النقط( د ساللحظي للدال  ص=      التمعدل  يميس

 اضل  قواعد التف ثانياً: 
 ( 1قاعدة ) 

 فإن ثابت  مقدارث ح ث  إذا كانت ص = ث 

 

سللاو  ص = مقللدار ثابللت فللإن تفاضللل  لل   الداللل  يكانللت  نللن إذاأيعنللي  و لل ا

 صف اً.

  الآت  :وال للد               أوجد:   ( 1تمرين ) 

 

   3-ص =    (3                      8=  ص ( 2                      5ص =  (1 

 الحل
 (   مقدار ثابت             5ص = ( 1 

 

 
 

 

 

 ء ص 
 = صف  

 ء س

 ء ص 

 ء س

⸫ 
 ء ص 

 صف  = 
 ء س
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   مقدار ثابت(              8ص =  (2 

 

 
 

   مقدار ثابت(              3- ص = (3 

 

 

 ( 2) قاعدة 
  فإن : بتثا ث مقدارح ث      نس= إذا كانت ص 

 

 

 

 
 

                5-سص =   (3      ،    8س=  ص   ( 2     ،       3سص = 

 الحل
 3= سص  (1 

 

 

 8س= ص  (2 

 

 

 
 

⸫ 
 ء ص 

 = صف  
 ء س

⸫ 
 ء ص 

 = صف  
 ء س

 ء ص 
 1-نس ن = 

 ء س

 وجدأ : ( 2تمرين )  رين  تم
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

 ء ص 
 2س  3=     1-3س 3= 

 ء س

 ء ص 
 7س  8=     1-8س 8= 

 ء س
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   5-= سص  (3 

 

 

 ( 3)  قاعدة 
 إن : ف  عامل سم أ ث ح    نس أ  إذا كانت ص =

 

 

 

 
 

 الحل
 2س5ص =   (1 

 

 
 

 5س3ص =  (2 

 

 
 

 3-س4ص =  (3 

 

 

 

 ء ص 
 6-س  5-=     1-5-س 5-  =

 ء س

 ء ص 
 1-نس أ × ن  = 

 ء س

 وجدأ : ( 3تمرين )  ين  تمر 
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

 ص ء 
  س  10=     1-2س 2×  5= 

 سء 

 ء ص 
  4س 15=     1-5س 5×  3= 

 ء س

 ء ص 
  4-س21-=  3س 3-× 4  =

 ء س
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 ( 4قاعدة ) 
  : فإنثابت  ارث مقدح ث   سإذا كانت ص = 

 

 

 
 

 

  س 3-ص =     (3                س=  ص ( 2                 س 10 ص = ( 1 

   5س + 3+   2س4+  3س 5ص= ( 4 

 الحل
   مقدار ثابت(               س 10ص = ( 1 

 

 
 

 ثابت(   مقدار              س=  ص( 2 

 

 
 

   مقدار ثابت(             س  3- ص =( 3 

 

 
 

   5س +  3 + 2س  4+   3س 5ص= ( 4 

 ء ص 
= 1 

 س ء

 وجدأ : ( 4تمرين )  تمرين  
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

⸫ 
 ء ص 

 =10 
 ء س

⸫ 
 ء ص 

 =1 
 ء س

⸫ 
 ء ص 

 =- 3 
 ء س

 ء ص 
 3 + س  8+  2س  15 = 3+  1-2  س  2×4+  1-3س  3×5= 

 ء س
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 ( 5)  قاعدة 
 :  نفإدالت ن ب ة عن حاصل ض  ل   ص( عةار ا كانت الداإذ

 

 

 

 ( 7س +  5      (   2س   2+  3س5        ص =  (1 

 (  5  + 2س4       (3  + س 2        ص =  (2 

 الحل
          (  7س +   5    (2س 2 +  3س  5ص =       (1 

 س ( 4+ 2س x  15  (7+س5  + ف  ( + صx   5( 2س 2+  3س5  =            

 س ( 4+ 2س x   15 (7س+ x 5    +5( 2س 2+  3س5  =              
 

 (   5+  2س4   (  3+  س2   ص =  (2 

 (  صف  + x   2 ( 5+ 2س 4+   + صف  ( س  x   8 (  3+ س2  =      

  x    2  ( 5+ 2س4+     س  x     8   (  3س + 2  =      

 

 

 ء ص 
 ل الاولي تفاض  x الثان  ثان   + الدال  تفاضل ال xالدال  الأولي  = 

 ء س

 وجدأ : ( 5تمرين )  تمرين  
 ء ص 

   :الآت   للدوال 
 ء س

 ء ص 
 ل الاولي تفاض  x الثان  ثان   + الدال  تفاضل ال xالأولي الدال   = 

 ء س

 ء ص 
 ل الاولي تفاض  x الثان  الدال  ثان   + تفاضل ال xالأولي الدال   = 

 ء س
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 ( 6قاعدة ) 
 فإن :     ص( عةارة عن خارج قسم  دالت ن الدال  كانت اذإ 

 

 

 
 

 الحل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ص ء 
= 

 المقام تفاضل   xط الةس  -ط    تفاضل الةس   x المقام 

 2قام (   الم ء س

 وجدأ : ( 6تمرين )  تمرين  
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

 = ص ( 1 
 8س +  4

 01س +   3  +   2س  5

 = ص  (2 
 س  2

 1س +  

 = ص(  1 
 8+  س 4

 01س +   3  +   2س  5

 ء ص 
= 

 المقام ل تفاض  xالةسط   -ط    الةس  تفاضل  xم  المقا

 2قام (   الم ء س

= 
      (3س+x   10( 8س+ x  4  – 4 (10س+ 3+ 2س5  

 2(  10س + 3+   2س5  

 = ص(  2 
 س  2

 1س +  

 ص  ء
= 

 لمقام اتفاضل   x طسالة  -ط    تفاضل الةس   x  قامالم

 2قام (   الم ء س
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 ( 7عدة ) قا
 إن: ف س للل للل      = كانت ص  إذا 
 

 

 

 

 س 2لللللل   = ص ( 1 

 (  6+س 3 ل للللل   = ص (2  

 (  10+ س 2-  للللل ل  ص =( 3 

 الحل 
 س 2 لللللل  = ص  (1 

                                    

 

 (  6+س3  لللللل  ص = (2 

 

 

 

 (  10+س 2- لللللل     = ص (3 

 

 

 
 

= 
 x  1 ( س 2  – 2  × ( 1س +   

 2(  1س +   

 ء ص 
 ل أس الدال ض× تفا  سللل للل =

 ء س

 دوجأ : ( 7ين )تمر  تمرين  
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

 ء ص      
 2×   سللللل ل =

 ء س

 ء ص      
 x  3       (6+س3  للل للل =

 ء س

 ء ص      
 ( x  - 2    ( 10+س 2-  لللللل =

 ء س
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 ( 8قاعدة ) 
 إن:  ف    مقدار مع ن (   لللل ل   = انت ص ك إذا 
 

 

 

 

 

 

    2س  للل لل   = ص ( 1  

   (10س  +  3+    2  س  5   للللل     ص = (2  

 لالح

    2س للل لل    =  ص(  1  

 

 

 (  10س  +  3+    2  س 5   للللل    =  ص  (1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ء ص 
= 

      تفاضل المقدار 

 المقدار نفسن ء س

 وجدأ : ( 8تمرين )  تمرين  
 ء ص 

   الآت  :للدوال 
 ء س

 ص  ء
= 

       س  2

 2س ء س

 ء ص 
= 

      3+   س 10

 (  10س  +  3+    2 س  5  ء س
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   قتصاديةالاالمفاهيم عض ستخدام التفاضل في بإثالثاً: 
 الحدية  ة التكلف( 1)

 وحلدة تكلف  الكل   نت جل  إنتلاجال   في لت  اار دمق بأنيا الحدي  التكلف تع ف  

  كالآتي:حسابيا تم وي اف  ،إضواحدة 
 

 كل   لدال  التكلف  الالأول  مل التفاض ي دي  = المعاالحالتكلف  

 ي الحد الإيراد( 2)
 

جللل  ب للل  وحلللدة   فلللي الإيللل اد الك لللي نت مقلللدار الت  لللالحلللدأ بأنلللن الإيللل اد  ف  يعللل

 تي:كالآ حسابن يتمو    ،افإضواحدة 

 كل  ال الإي اد لدال الحدي  = المعامل التفاض ي الأول   ادالإي
 

 ( : 9ن ) تمري
    :  الآتمعادل  السل  تمثليا ال لأحدأك( إذا كانت دال  التكلف   

 8س +   2+  2س 3ك = 

  ع منتج  من السلحدات ال: عدد ال س   ح ث : 

  :المطل ب

 الحدي   التكلف  إيجاد دال( 1 

 خامس  . الحدي  عند انتاج ال حدة ال التكلف  م  ق سبأح( 2 

 لالح

 8س +  2+   2س 3=      ك( الكل  التكلف  

   لفة الحديةإيجاد التك(  1)
 كل   لا تكلف ال لدال المعامل التفاض ي الأول التكلف  الحدي  = 
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  ةسلخام الوحدة ا ة عند انتاج القيمة الحدي إيجاد (  2)
 

   5=  لحدي  عند سب إيجاد ق م  التكلف  المطل اأأ أن 

  2س  +  6      الحدي     =التكلف

                           = 6 x   5  +2   

                           =32  

 : (10تمرين ) 
   ي:  السل لإحد   أ(دال  الإي اد الك ي  إذا كانت

 س    700 +  2س  1.0-    =                             

 ي :   الكل    ك( لي   السلع   التكلفي اد ب نما كانت دال  الإ

  8000س   +     300ك =                                       

  س : عدد ال حدات المنتج     :ح ث

  من:كل  يجادإ المطل ب 

 د الحدأ  ادال  الإي   (1 

   التكلف  الحدي   دال (2 

 الحل

 دييراد الح الإ  ةدالإيجاد (  1)
 س   700+   2س   1.0-= (  د الك    الاي ا                                

  

 
 

 كء 
  + صف   2س + 6 =

 ء س

 ك يال الإي اد لدال اض ي الأول المعامل التف=  الحدأ الإي اد
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 ة تكلفة الحديالإيجاد (  2)
 8000س   +     300=  ( ك التكلف  الحدي   

 

   كل ال ف التكل لدال المعامل التفاض ي الأول =   الحدي التكلف 

 

 

 

 لعليا  ا اضليةالتفعاملات الم رابعاً: 

مللن المعللاملات التفاضللل   الأع لل    لليعل للا لات التفاضللل   البالمعللاميقرللد 

وسلل ف  اللل .علل  و .... الثلل  وال ابالمعللاملات التفاضللل   الثان لل  والث أأالأوللل  

مللللا المعامللللل  نب  /بللللال مز صللداللللل   ص(  الثللللا ي  التفاضلللل ي ز للمعامللللل ن ملللل

 ....و ك ا. //الث بال مز صالتفاض   الث

 :م  ملاحظ  ان

 /= تفاضل ص   //ص(    1 

 //= تفاضل ص   ///ص(    2 

 ///= تفاضل ص   ////ص(    2 

 و ك ا.................... 

 : (11تمرين ) 
 الآت  :  للدال لثا ي والثالث وا الأوللمعامل التفاض ي د اأوج

 10+  س 8+  2س  3+   3س 5ص = 

 أء 
                                                                                                               700+   س 0.2- =

 ء س

 كء 
= 300                                                                                                               

 ء س
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 الحل

 10س +  8+  2س  3+   3س 5= ص 

            اضلي الأول  فالمعامل الت( 1)
 صف  س +   6+  2س 15  = /ص

             الثانىاضلي المعامل التف( 2)
  6+  س 30=  //ص

              الثالثاضلي المعامل التف( 3)
 30=   ///ص

 : (12تمرين ) 
 الآت  :  ال للد ت التفاضل   العل المعاملاد اأوج

 10+  س 2+   2س  6+  4س 3ص = 

 الحل

 10س +  2+  2س  6+   4س 3= ص 

            اضلي الأول  فالمعامل الت( 1)
 صف  س +   12+  3س 12  = /ص

             الثانىاضلي المعامل التف( 2)
   12+  2س 36=  //ص

              الثالثاضلي المعامل التف( 3)
 س 72=   ///ص

             الرابعاضلي التفامل المع( 4)
  72=   ////ص
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              الثالثاضلي المعامل التف( 5)
   صف=   ////ص

مترغ  لغي  تغي تتغوي عللغدوال ال  ىوالصغرر  النهايات العظمي:  خامساً 
  احد فقط ) س( مستقل و

نلد ا الدالل  ع التي تةلل ديد ق م   س( في تح  يات العظمىالنياتستخدم   •

حلدات تحديلد  علدد ال ل المثلال ع لي سلة  لعظملي،ايا نيايتص = د س(  

 .مكنأعظم ربح م تحق ق ال اجب إنتاجيا ل

التلللي تةلللل  ديلللد ق مللل   س( تسلللتخدم فلللي تح   رللل النيايللل  التسلللتخدم  •

  تحديللدلمثللال ع للي سللة ل ا،   الرلل   يايتيللا نللل  ص = د س( نللد ا الداع

 .تكلف  ممكن   أقلا لتحق ق جيحدات ال اجب إنتاعدد ال 

 ( = د)س ص  عظمى للدالةتقيق النهاية ال طواتخ
   :س( يلزم ت اف  ش ط ند  دال  ص =تحق ق النياي  العظمي للل

 ع ل  رلف  فنحرلل بالثم نسلاوين معامل التفاض ي الأول للدال   يجاد الإ  (1 

 ق م  س 

 رقم سالب ج للدال  ويلزم أن يك ن النات اض ي الثا ي المعامل التف إيجاد (2 

 = د)س(  ص  الصررى للدالةاية تقيق النه خطوات
  ش ط ن يلزم ت اف  ق ق النياي  العظمي للدال  ص = د س( تحل

 ع ل  بالرلف  فنحرلل ثم نسلاوين تفاض ي الأول للدال   معامل الإيجاد ال (1 

 م  س ق 

رقللللم ن يكلللل ن النللللاتج اللللل  ويلللللزم أالمعامللللل التفاضلللل ي الثللللا ي للد إيجللللاد (2 

  م جب
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 : (13)   تمرين
 الآت  : للدال   الر   او   اوجد النياي  العظمي

   3س +   20 – 2س  2ص =                                 

 الحل 

 ص( ثلم نسلاوين بالرلف  فنحرلل ع لي إيجاد المعامل التفاض ي للدالل   (  1 

  م    س( ق

 20  –   س  4 =  /ص

 = صف   20 –س   4  ⸫

 20س =  4        

 5س =            

  (لدال   صللثا ي ا  ي معامل التفاضإيجاد  ( 2 

  م جب(                    4 =  //ص

عنللد   صلل    كمللا نيللا نيايللجللب ضلل ي الثللا ي رقللم م معامللل التفالوح للث أن ا

  5س = 

 : (14)   تمرين
ع ي   ر( تعتمد  أن أرباحيا السن ي جم ل وجدتالت أدواتي   ز ش ك  لت

    الآت  :المعادل  تمثليا  لإنتاجيا وس(   عدد الم زع ن

 1500 –س  1375 + 2س12.5 – =  ر 

  ؟ممكن سن أ م ربحأعظحقق يتي ل س( ا  الم زع نعدد المطل ب تحديد 

 الحل
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     للربح تقيق النهاية العظمي  خطوات
بالرلللللف   ينثلللللم نسللللاو  لمعادلللللل  الللللربح الأول ي ملللللل التفاضللللالمعاإيجللللاد ( 1 

     نحرل ع ي ق م  سف

 1500 –س  1375 + 2س12.5 – = ر 

    1375س +  25 – =  /ر

 = صف     1375س +  25 –  ⸫

    1375 =س  25      

 دة وح   55س =      

اتج ويللللزم ان يكللل ن النلللاللللربح التفاضللل ي الثلللا ي لمعادلللل   المعامللللإيجلللاد ( 2 

  قم سالب ر 

 25  – =  //ر

 وحدة  55أ ق أعظم ربح ممكن يساوال أ يحق س(حجم الإنتاج   ⸫

 : (15)   تمرين
الكل للل  تكلللال ف الدالللل  كانلللت س و 14   =  لللىد الك للل  الايللل االللل  اذا كانلللت د

  50س +  2+  2 س20.0=    ك    تاج  ينللإ

  الربح؟ا    روما مقدا ممكن؟حجم الإنتاج ال أ يحقق أعظم ربح   ما  ف

 لحلا 

ً بح وبالتالر نلاحظ عدم وج د معادل  ا  ل  يجب إيجاد ا أولا

   كالآتي:الربح  دلة معا  إيجاد (  1)
  التكلف  الكل            –    الإي اد الك ي             =       ح  الرب

 (  50س +   2+  2 س 0.02      –           س 14                 =    ر        

   50 –س  2 –  2 س 020.     –          س 14                 =         ر   
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 50 –س  12+  2 س 0.02  – =  ر  

    للربح  النهاية العظمي قيقت خطوات (  2)
وين بالرلللللف  ثلللللم نسللللا لللللربحالمعادلللللل   الأول ي المعاملللللل التفاضللللإيجللللاد ( 1 

     نحرل ع ي ق م  سف

 50 –س   12+   2 س0.02  – = ر 

   12+  س40.0  – =  /ر

 = صف   12+  س0.04  –  ⸫

   12 =  س 0.04           

 وحدة   300س =            

اتج ويللللزم ان يكللل ن النلللاللللربح الثلللا ي لمعادلللل   ي اضللل التف المعامللللإيجلللاد ( 2 

  رقم سالب 

 4.00  – =  //ر

 وحدة  300أ ال أ يحقق أعظم ربح ممكن يساوالإنتاج  س( حجم  ⸫

 مقدار الربح  ر(  

   50 -س  21 +          2 س 0.02–  =   ر 

  0.02x 90000   +3600    - 50– =   ر 

  50 -  3600+   1800 -= ر    

 ج  1750  =  ر  

 : (16)   تمرين
  لآت  :اعادل  الم دال  الاي اد الك   تمثليا تاذا كان

 2س  .950 –س   205 = أ

   ي: ادل  التكلف  الكل   لي   السلع  ب نما كانت مع
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 200 س +  5+  2س  .050ك = 

 ملللاو ممكلللن؟التلللي تحقلللق أعظلللم ربلللح  س(منتجللل   الللللللللا ي علللدد ال حلللدات م

  الربح؟مقدار   ا  

 الحل

   كالآتي:الربح  دلة معا  إيجاد   (1)
 التكلف  الكل              (–        الإي اد الك ي          =       الربح  

 (  200س +   5+  2س  0.05     –  2س  .950  –س  205      =    ر        

 200 –س  5 –   2س  0.05    –  2س  .950  –س  205      =         ر   

 200 -س   200+  2 س –   =ر  

    للربح  تقيق النهاية العظمي خطوات   (2)
ثلللللم نسللللاوين بالرلللللف   لللللربحلمعادلللللل  ا لوالأ ي المعاملللللل التفاضللللإيجللللاد ( 1 

     نحرل ع ي ق م  سف

 200 -س   200+  2 س – = ر 

   020+   س 2 – =  /ر

 = صف   200+   س 2 –  ⸫

   200 =  س 2           

 وحدة   100س =            

اتج ويللللزم ان يكللل ن النلللاللللربح تفاضللل ي الثلللا ي لمعادلللل  ال لالمعاملللإيجلللاد ( 2 

  رقم سالب 

 2  – =  //ر

 وحدة  100أ ال أ يحقق أعظم ربح ممكن يساوالإنتاج  س(  حجم ⸫
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 مقدار الربح  ر(  

 200 -س  200 + 2 س –  =   ر 

 200 - (100 ×   200+   2  (001 –=    ر 

 200 – 20000   +  10000 –= ر    

 ج  9800  =  ر  

 : (17)   تمرين
 100 للي معلل ن  جتتللاج  س( وحللدة مللن منللبتلل   ث( لإنالتكلفلل  الثا تاذا كانلل

تمثليلللا المعادلللل   س( وحلللدة  م( لإنتلللاج  المت  للل ةجن للل  كملللا كانلللت التكلفللل  

  :  ت  الآ

 س   200 – 2س  01= م

   ؟ ممكن ل تكلف أقس( التي تحقق  المنتج   اتعدد ال حد أوجد

 الحل 

   كالآتي:  ةالتكلفة الكليدلة معا  إيجاد (  1)
 المت   ة التكلف         +      التكلف  الثابت    =         التكلف  الكل   

 س   200 –  2س 10    +              100         =                  ك         

    للتكلفة الصررى ة اي تقيق النه ( خطوات2
ثلللم نسلللاوين  ال ف الكل للل التكللل  لمعادلللل الأول ي المعاملللل التفاضلللإيجلللاد ( 1 

     نحرل ع ي ق م  سبالرف  ف

 س  020 –  2س 10    +    100 =  ك

   200 –س  10 =  /ك

 = صف   200 –س  10  ⸫

   200 =  س 10           
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 وحدة   20س =             

ويللزم ان يكل ن  التكال ف الكل  لمعادل    ي الثا ي اضالتف المعاملإيجاد  (  2 

    جبم اتج رقمالن

 10 =  //ك

 دة حو 20أ ممكن يساو أقل تكلف ال أ يحقق حجم الإنتاج  س(  ⸫
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 الثامن   الفصل
 التكامل 

Integration 
 م التكامل مفهو أولاً:  

المن نيةا  التةت  ر ةن عندةا   ا   لتكامل هو عملية  ساةاا الماةاس    ة ا

اصةةةةن مةةةوع لرنمثةةةةل الماةةةاس  م  ال لةةةة م  الكتلةةةة  م  م  مل رياضةةةي  مرينةةة 

إلى عملي  التكامل على مندةا عملية   ميضاً يمكن من يُنظن   .في الصغن  متناهي 

 .  ∫   ينمز له بالنمز  .التفاضل كاي  لرملي ع

 عد التكامل قوا ثانياً: 
 للتكامل: لأساسي فيما يلى القواعد ا

 (1)اعدة ق
 س   +   ث   ×    مء س   =           م      ∫ 

 :سيث ان

  ثابت ن مقا ي : ، ث  م 

 م جد كل من: :(1)ن ريتم

 ء س 1-   ∫(  3)               ء س   11   ∫  (2)            ء س     9     ∫(  1)

 الحل
 س  +   ث               9=        ء س     9     ∫(  1)

 س  +   ث               11=        ء س   11   ∫(  2)

 س  +  ث  1-=       ء س 1-  ∫(  3)

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84


- 120 - 

 

 (2)قاعدة 

 1ن+    س = ء س  ن س  ∫ 
 ث      + 

 1ن + 
 ل من:م جد ك :(2)ن ريتم

 ء س    8-س   ∫(   3)       ء س       7س   ∫(   2)               ء س   5س   ∫(   1)

 الحل

 1+ 5  س = ء س 5س ∫(    1)
 = ث     +

 6  س
 + ث

5  +1 6 
 1+ 7  س = ء س 7س ∫(    2)

 = ث     +
 8  س

 + ث
7+ 1 8 

 1+ 8- س = ء س 8-س ∫(    3)
 = ث     +

 7- س
 + ث

-8  +1 -7 
 (3)قاعدة 

 1ن+    س م   = ء س  ن س     م   ∫ 
 ث      + 

 1ن + 
 م جد كل من: :(3)ن ريتم

 ء س                         ∫(   2)                                سء    2س 3   ∫(   1)

 الحل
 

 3 س  3 = ء س 2س 3 ∫(    1)
 + ث 3  س = ث     +

3 

3 

 2س
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 + ث                         ء س =    2-س  3    ∫ء س  =                               ∫ ( 2)

 ث+    3-س 3 - =                                          

 (4)قاعدة 

 س   م   هة  ∫ 
 س   م  هة = ء س 

 ث      + 
 م 

 :سيث ان

 الأسي    ال دال :  هة

 م جد كل من: :(4)ن ريتم

 ء س          س 8 هة  8        ∫(   2)                           ء س  س 5 ةه   ∫(   1)

 الحل

 س 5 هة ∫( 1)
 س 5  هة = ء س

 ث     +
5 

 س 8 هة 8 ∫( 2)
  هة  8 = ء س

 س 8
 ث     +   س 8 هة=  ث     +

8 
 (5)قاعدة 

 ث      +  س   م   هة  = ء س  م    ×      س   م   هة  ∫ 
 ي  مضةةن به فةةى  فاضةةل الأس فةةان نةةا  الدالةة  ا سةةانةة  اذا ك انةةه  هةة ا يرنةةت

  سي عملي  التكامل هو نفاه الدال  الأ

 

3 

 2س

 1-س 3

-1 
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 م جد كل من: :(5)ن ريتم

 ء س            (   3+   س  10× )   8س +  3+  2س 5هةةةة    ∫(  1)

 ء س           (   8+  2س 12× )    5 –س  8+   3س 4هةةةة    ∫(  2)

 الحل

         + ث   8س +  3+  2س 5ة هةةة = ء س   (   3س  +   10× )   8س +  3+  2س 5هةةةة    ∫(  1)

         + ث   5 –س  8+   3س 4ةة هةة=   ء س(   8+  2س 12× )    5 –س  8+   3س 4هةةةة    ∫(  2)

 (6)قاعدة 

 س( )   /   ∫ 
 + ث  )س(       هة   لو    =  س   ء

 س( )     
نةا   عملية  التكامةل فةان ضةل الدالة    فا ال اة  هةواذا كان    انه   ه ا يرنت

  نفادا  هو الدال 

 م جد كل من: :(6)ن ريتم

 4+   2س  15 ∫( 1)
   ء س 

 6س +  4+   3س 5
 

 5س +  6  + 3س  12 ∫( 2)
   س  ء

   س 5+  2س  3+   4س 3
 

 لالح
 

 4+   2س  15 ∫( 1)
 + ث 6س +    4+  3س 5= ء س 

 6س +  4+   3س 5
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 5س +  6  + 3س  12 ∫ (2)
 + ث س 5+   2س  3+  4س 2 =  س ء

   س 5+  2س  3+   4س 2
 (7)قاعدة 

ن  ) م س + ا (   ∫ 
 =   ء س      

 1+ ن ) م س + ا ( 
 + ث 

 ( × م   1) ن +  

 م جد كل من: :(7)ن ريتم

  3(  2س +  8)  ∫(  1)
   ء س   

  ء س    3- ( 6س +  5)  ∫(  2)

 الحل

  3(  2س +  8)  ∫(  1)
 =  ء س   

  4(  2س +  8) 
     

 + ث
4  ×8 

  3-(  6+ س  5)  ∫(  2)
 =  ء س   

 2-(  2س +  8) 
      

 + ث
-2  ×5 

 يةات الاقتصادالتطبيقفى بعض   التكامل  إستخدام: ثالثاً 
 ء س    ال  التكلف  ال دي   ∫الكلي     =      التكاليف(  1)

 ء س   د  ال  الإينا  ال   ∫ينا  الكلي    =     لإا( 2)

 ما قا من: نرلة  

 اليف الكلي التك  -ينا  الكلى  الإ  =        حالرب( 3)
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 دةةا المرا لةة لع  مثلإذا كانةة   الةة  التكلفةة  ال ديةة  لإسةةد  الاةة :(8)ن ريتممم

 5+     2س 6تكلف  ال دي   =  ال                      التالي :

  المطلوا الوسدا  المنتل . عد  :سث سي

 100تةةة   اةةةا   لكليةةة  مةةةع الرلةةةة بةةةلن التكلفةةة  الثاب  التكلفةةة  ا الةةة إيلةةةا  (1)

 جنيه.

 .ا  سد 5( ا جد  كلف  انتاج 2)

 الحل
 ة إيجاد دالة التكلفة الكلي (1) 

  كامل  ال  التكلف  ال دي=         لف  الكلي  التك

 ء س     5+     2س 6   ∫التكلف  الكلي     =     

 التكلف  الكلي     = 
 3س 6

 +  ث س   5+  
3 

 +  ث س   5 +  3س 2 التكلف  الكلي     = 

 100فانه يتة الترويض عن ث بالقيم   100 بما ان التكلف  الثابت  = 

 100+   س   5+   3س 2      =   الكليالتكلف

  5ة س = مقيوحدة اى يتم التعويض ب 50إنتاج  تكلفةإيجاد  (2)
 100 +   س  5+   3س 2 التكلف  الكلي     = 

 

 جني    375=  100 +    (5)  5+   3(5) 2 لف  الكلي     = التك
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 لمرا لةةة لإسةةةد  الاةةةلع  مثلدةةةا ا ال ةةةد  ا يةةةنا إذا كانةةة   الةةة   :(9)ن ريتمممم

 12+     س 2=   ال د   ا ينا                       التالي :

 لى.كا ينا  الإيلا   ال    المطلوا المنتل . سيث س: عد  الوسدا 

 الحل
  الايراد الكلىدالة  إيجاد 

 ال د ا ينا  كامل  ال  =       لى كا ينا  ال

 ء س     12+    س 2   ∫=       كلى ا ينا  ال

 =  كلى ينا  الا 
 2س 2

 +  ث س   12+  
2 

 ث +  س   12+   2س =  لى كا ينا  ال

 للصةةفن لرةةد  ماةةا ياً    يةةتة اعت ةةام المقةةدام الثابةة  )ث(  ال ةةديةةنافةةى  الةة  ا 

  جو  إينا  ثاب 

   س   12+   2س =  كلى ا ينا  ال

را لة  لإسةد  الاةلع  مثلدةا الم ال ةد  الإيةنا  ال     بإفتناض من  :(10)ن ريتم

 لي :التا

     س 2   –  200=   ال د   الإينا

 ر   مثلدا المرا ل  التالي :  ال دي  لنفس الالما كان   ال  التكلفبين

 200+    س 20  –  2س  3   دي   =التكلف  ال

 .من الالر  المنتل سيث س: عد  الوسدا  

 كل من:  المطلوا إيلا 
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 (  ال  الإينا  الكلي. 1) 

 يه.جن 100التكلف  الثابت   اا    نبإفتناض م  كلف  الكلي ال  الت( 2) 

 الصافي. (  ال  الربح3) 

 الحل
 دالة الإيراد الكلي( 1)

 د ينا  ال الإمل  ال   كا    =     الإينا  الكلي 

 ء س     س 2   –  200   ∫  =       الإينا  الكلي 

     –س   200 = كلى ا ينا  ال
 2س 2

 
2 

    2س   –  س 200    =    الإينا  الكلي 

 ( 100 =ث  ( دالة التكلفة الكلية )2)
  ال  التكلف  ال دي  لي     =      كاملالتكلف  الك

 ء س     200+    س 20  –  2س 3    ∫=      التكلف  الكلي    

  =الكلي     التكلف  
 3س 3

+ 
 2س  20

  + ث س  200+ 
3 2 

 +  ث س 200+  2س 10+  3ستكلف  الكلي     =     لا

 100لقيم  يتة الترويض عن ث بانه فا 100ان التكلف  الثابت  =  بما 

 100س +   200+  2س 10+  3سالكلي     =     التكلف  

 



- 127 - 

 

 ح الصافي( دالة الرب3)
 التكاليف الكلي     –    =   الإينا  الكلي الربح 

 (  001س  +    200+   2س  10 –  3س )   –  2س   –س   200=   الربح 

   100  –س    002 –   2س  10 +  3س   –  2س   –  س 002=   ح الرب

   010   –   2س  9+    3س  –   =الربح 

 المحدود  التكامل : عاً برا
ة مةةن ال ةةد ا  أةةى )م( كامةةل الأ ةةى للدالةة    )س( فةةى الفتةةن ن لةةدينا التإفتناض مبةة

 على )ا(:الى ال د الأ

 ا                                         

   ء س    )س(       ∫

 م                                                

 يث من: س

  .الأعلى للتكامل  ال د    : ا

 كامل أى للتال د الأ       :  م 

 : ما يلى عند الحل ويلاحظ 
ضةةةع النةةةا   بةةةين مةةةع   امةةةل ا قةةةاً لقواعةةةد التكامةةةل الاةةةابق  إيلةةةا  التك – 1

ل ةةةد الأ أةةةى لقةةةوس  نضةةةع اكامةةةل معلةةةى اقوسةةةين ثةةةة نضةةةع ال ةةةد الأعلةةةى للت

 .قوسفل الللتكامل مس

لتكامةةةل ثةةةة نطةةةنج منةةةه نتيلةةة  )س( بال ةةةد الأعلةةةى ل يةةةتة الترةةةويض عةةةن – 2

 تكامل.د الأ أى لل)س( بال الترويض عن 
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 م جد   :(11)ن ريتم

3 

   ء س   3س     ∫   

    1      

 الحل
النةةا    ضةةع  قوسةةين   نثةةة نضةةع النةةا   بةةي 3سللدالةة   إيلةةا  التكامةةل  – 1

ال ةةد  نضةةعمعلةةى القةةوس   ( 3)كامةةل للتقوسةةين ثةةة نضةةع ال ةةد الأعلةةى  بةةين

 فل القوسمس( 1)امل الأ أى للتك

3                                                                  3               

 ث    +                     =     ء س    3س     ∫   

    1                                                                  1 

ثةة نطةنج منةه نتيلة   (3)  لى للتكامةلعن )س( بال د الأعيض  يتة الترو   –  2

 . (1) الأ أى للتكامل ن )س( بال دلترويض عا

3                                                                                

   + ث                            -      ث   +                     =     ء س    3س     ∫   

    1                                                               

                               =                          -                              

 

                                =                        

 
 

 

 1+  3س

3  +1 

(3)4 

4 

(1)4 

4 

16 

4 

1 

4 

15 

4 
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 م جد   :(12) نريتم

2 

  سء    5س +  2+    2س 3     ∫   

    1      

 الحل
2                                                                                                              2                                                                              

                               س + ث 5+                +               = سء    5   س + 2+    2س 3     ∫   

    1                                                                                                          1 

 

 + ث   (1) 5+  2(1)+   3(1)      -     + ث (2) 5+  2(2)+  3(2)    =         

 

=      22      -      7     =     15 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3س 3

3 

 2س 2

2 
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 راندكتور هشام عبد التواب مه
 ة والتأمي قسم الاحصاء والرياض

 جامعة عي شمس       
 تطبيقات 

 ......................................................................... :الإسم

 ........... ...........:...................................................الفرقة

 ...................... ........................:.....................دةإسم الما

 ...................... .....................:........................رقم الطالب

 اقىب                                    مستجد                    :الطالب حالة
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 تطبيقات 
 يةالدوال الخط الفصل الاول: 

 بكل من: يل الخط المستقيم الذي يمر أوجد م (1

 (  12،  6(   ،  ) 9، 3النقطتين ) -أ

 ( 10، 2(  ،  )7،  3 –النقطتين )  -ب

 (  14،  15-(  ، ) 3،  2 –النقطتين ) -ج

 (  15،  5نقطة الأصل والنقطة )  -د

 تية: من الدوال الخطية الآ أوجد الميل والجزء المقطوع من محور الصادات لكل  (2

  10س + 6ص =  -أ

  10س = 8   –ص  -ب

 = صفر  12س + 15 –ص  3 -ج

 = صفر  4س +10ص + 2 -د

 أوجد علاقة الخط المستقيم الذي يحقق الشروط الآتية:  (3

 4(  وميله يساوى  15،   7الذى يمر بالنقطة النقطتين ) -أ

 (  16، 8طة الأصل وبالنقطة )الذي يمر بنق  -ب

  6في ادي ويقطع المحور الص 4الذي ميله يساوى  -ج

 لآتية: حل المعادلات ا  (4

 فر = ص 70 –س  4+  2س2

 = صفر   35 –س  2 –  2س
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جنيتتته فتتتي  50000جهتتتام كمتيتتتو ر  تتت   100إذا كانتتتل التةلفتتتة الةليتتتة  نتتتتاج  (5

جهتام كمتيتو ر فتي الأستتوع   150الأستوع، بينمتا كانتل التةلفتة الةليتة  نتتاج  

 أوجد:  نموذج الخطى للتةلفةلاجنيه. فتاستخدام  65000   

 تة التةلفة الثاب -أ

 ة التةلفة المتغيرة للوحد -ب

 جهام كمتيو ر في الأستوع  200التةلفة الةلية  نتاج  -ج

ملابتتتل الزتتتا  ة وتتتتد وجتتتد  إدارة ينتتتتح أحتتتد المصتتتانع نتتتوع م تتتين متتتن ال (6

جنيتته،  10000وحتتدة فتتي اليتتوم  تت   100المصتتنع أا التةلفتتة الةليتتة  نتتتاج 

 ه ، المطلوب: جني 15000في اليوم    وحدة  200فة  نتاج لةبينما الت

 الخط المستقيم الت   مثل  ذه الحالة.إيزاد علاتة  -أ

 وحدة في اليوم. 500إيزاد التةلفة الةلية  نتاج  -ب

طتتتتن  تتتت   100م رعتتتتة  نتتتتتاج التر قتتتتال كانتتتتل التةتتتتالي  الةليتتتتة  نتتتتتاج  فتتتتي  (7

 15000طتتتن  تتت   200ج اتتتتجنيتتته، بينمتتتا كانتتتل التةتتتالي  الةليتتتة  ن 10000

 نيه. المطلوب: ج

 مثل  ذه الحالة.علاتة الخط المستقيم الت   إيزاد  -أ

 إيزاد التةلفة الثابتة والتةلفة المتغيرة للطن. -ب

 طن. 400نتاج إيزاد التةلفة الةلية   -ج
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 تطبيقات 
 المتباينات : الثانىالفصل 

 حل المتباينات الأتية ومثلها على خط الأعداد:  (1)

   32 > 2س + 10 ▪

   37 < 3  –س  20 ▪

   40 ≥ 4 –س 11 ▪

 الاعداد: ينات الأتية ومثلها على خط حل المتبا  (2)
   17 –س 3- > 13س + 12 ▪

  9-س 19 < 27س + 25   ▪

  25س + 14 ≥ 20 –س 6  ▪

 20س + 5- ≤    4س + 3 ▪

 حل المتباينات الأتية ومثلها على خط الاعداد:  (3)

   32  ≥ 17س + 3 – > 8      ▪

 26 ≥س 6 – 8 ≥ 10    ▪

  43 ≥  س 6 –س 5 ≥ 2 –    ▪

 س  – 4 ≤ 5 –س 2 ≤ 8 –س  ▪

 على خط الاعداد: المتباينات الأتية ومثلها  حل (4)

   32( + 2 –)س  ≥ 10( + 2 –)س 6 ▪

 (  4 –)س 2  – < 6( + 12 –س 3)1 ▪

 

 

 



- 136 - 

 

 تية ومثلها على خط الاعداد: حل المتباينات الأ  (5)

 16  >    8  –س  4
 

 25 ≤ س    2+   5

جنيه،   8لتاا يساوى  لأدة من نوع م ين من احاإذا كاا س ر بيع الوحدة الو  (6)

جنيتتتتته فتتتتتي ال تتتتتهر،  2500للمصتتتتتنع  ستتتتتاوى  بتتتتتافتراا أا التةلفتتتتتة الثابتتتتتتةو

جنيهتتا   3والتةلفتة المتغيترة  نتتاج وحتتدة واحتدة متن  تتذه الستل ة  ستاوى 

فأوجتتتد حزتتتم الوحتتتدا  التتتت  ينتغتتت  أا  نتتتتح و تتتتاع فتتتي ال تتتهر حتتتتى يمةتتتن 

  حقيق ربحا صافيا.

( وحدة من سل ة ية في ال هر  نتاج )سلالتةالي  الةم ادلة    ابافتراا أ (7)

س ( ، وأا س ر بيع الوحتدة متن  تذه الستل ة يستاوى 150+    5000ما    )

جنيهتتتا ، فأوجتتتد حزتتتم الوحتتتدا  )س( التتتت  ينتغتتت  أا  نتتتتح و تتتتاع فتتتي  900

جنيهتتتا عاتتت  الأتتتتل فتتتي  2500ال تتتهر حتتتتى يمةتتتن  حقيتتتق ربحتتتا صتتتافيا تتتتدره 

 ال هر .

 
 
  
 
 
 
 
 

 



- 137 - 

 

 تطبيقات 
 طيةالبرمجة الخ: الثثالالفصل 

 التالى :( أوجد حل للبرنامج الخطى 1)

 ص             50س  +  40دالة الهدف    ظيم = 

 ب رط :

 12   ≥ص    2س +                                    

 30 ≥ص   4س +   5 

 :       س  ≤  صفر      ،   ص  ≤  صفر  تيود عدم السلتية

 التالى : ىجد حل للبرنامج الخطوأ( 2)
 ص   35س   +     40 خفيض =   دالة الهدف 

 :ب رط 

 180≤   ص   8س +   20

 224≤  ص  14س +   16

 :       س  ≤  صفر      ،   ص  ≤  صفر  تيود عدم السلتية
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 تطبيقات 
 الفئات : الرابعالفصل 

 إذا كان لديك الفئات التالية:

   {         8,  7،  2،  1}  ع =                  { 6,  4،  2ص = }       {    5،   3،  1س = }   

 أوجد

 /ع  -3                         /ص  -2                                 /س  -1

 ع(             ∩)ص   -6ع(                  ∩)س   -5ص(                       ∩)س   -4

          ع(                 U)ص  -9                  ( ع U)س  -8               ص(         U)س   -7

 ع(    –) س  -12             /ص( U)س   -11              /ص ( ∩) س  -10

 س(                     –) ص  -14س(                    –) ع  -13

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



- 139 - 

 

 تطبيقات 
 المحددات : الخامس الفصل 

 التالية: : أوجد مفكوك المحددات(1)

2 2 

5 1  

-5 2 

6 1  

8 -4 

0 1  
 (: أوجد مفكوك المحددات التالية:2)

0 3 6 

1 4 5 

2 2 9 

 33-الحل = 

-2 5 2 

4 -3 2 

3 4 0 

 96الحل = 

3 4 -2 

4 1 0 

3 3 4 

 70 -الحل = 

1 -1 -1 

4 3 2 

4 5 6 

 16الحل = 

2 0 0 

0 3 0 

0 0 10 

 60الحل = 

0 0 6 

1 -4 2 

-3 2 9 

 60 -الحل = 

 ئص المحددات مع ذكر مثال من عندكأذكر ثلاثة من خصا(: 3)
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(: إثبت باستخدام خصائص المحددات أن قيمة المحدددات التاليدة تسداو  4)
 صفر
2 3 1 

4 4 2 

8 2 4 
 

2 1 1 

4 3 6 

2 1 1 
 

0 0 0 

-9 2 8 

12 7 4 
 

 ام المحددات دت الخطية الأتيه بإستخلاالمعادحل ( 5)
 ص   3- = 17 -س  7

 ص 2+  16س =  9

 : حل المعادلات الخطية الأتيه بإستخدام المحددات (6)
   22ص =  4س +  5

 5-ص =  3 –س  2

 دام المحددات (: حل المعادلات الخطية الأتيه بإستخ7)
   2ص =  2 -س  4

 14س + ص =  3
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 تطبيقات 
 فات المصفو: سادس الالفصل 

 كل من: عرف( 1)

 ( المصفوفة المتماثلة3مرب ة    )( المصفوفة ال2ة          )( المصفوف1)

 ( المصفوفة القطرية6( مصفوفة الوحدة       )5( المتزه                )4)

 ( المصفوفة الصفرية7)

 إذا كان لديك المصفوفات التالية:( 2)

 
 

 ب =                                  أ =                      

 

 

 
 

 ص =                              جت =                     

 
 

 أوجد:
 ص  –(  ب 3ب                               ) –(  أ 2)      (  أ + ب                     1)

 جت (  ص ×6)               (  جت × ص             5ب                           ) 2-(  4)

 /× أ 3(  9)                                    /أ(  8)                              /(  ص7)

 (  ص × ب12(  ب × ص                       )11)            (  أ × ب             10)

1 

 

 

8 

 

 

9 

 

 

-2 

 

 

10 

 

 

5 

 

 

-3 

 

 

6 

 

 

4 

 

 
3  ×3 

 

 

13 

 

 

12 

 

 

-3 

 

 

9 

 

 

10 

 

 

-5 

 

 

6 

 

 

19 

 

 

8 

 

 
3  ×3 

 

 
9 

 

 

5 

 

 

2 

 

 
2  ×3 

 

 

8 

 

 

7 

 

 

6 

 

 

-6 

 

 

-5 

 

 

7 

 ×

3 

 

 

4 

 

 

9 

 

 

8 

 

 

3  ×2 
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 تطبيقات 
 التفاضل: السابعالفصل 

 كل من الدوال الآتية:  أوجد المعامل التفاضلي الأول ل (1)

   01-س  6+      2س 9+      2س8ص =   –أ            

 (  8س  +5+  )   (  س  6+     2س4ص = ) –ب  

 8+   2س6+ 3س5ص =   تتتتتتتتت –ج  

 (   10+    س 8  -  2س6لو )ص =   –د           

 

 ص =  – تتت           

 

 أو الصغر  لكل الدوال الآتية:  أوجد النهايات العظمي   (2)
   100+      س  40+      2س2-ص =    –أ  

 18   +   س 20  -   2س2ص =   –ب  

     8+      س  12  -   2س3ص =  –ج  

    100 -س  12+           2 س0.2–ص  –د            

 الآتية:   لها المعادلةك( لإحد  السلع تمث)نت دالة التكلفة الكلية إذا كا (3)
 س    14+  2س 6-  2سك = 

 : س: عدد الوحدا  المنتزة. حيث

 المطلوب إيزاد كل من: 

 )أ( دالة التةلفة الحدية.

 )ب( دالة ا يراد الحدي . 

                                  8+ 2س2      

                                  10س+6+  2س 5



- 143 - 

 

 إذا كانل م ادلة الايراد الةا   مثلها الم ادلة الآ ية:  (4)

 2س 4  –س  36ي = 

 ذه السل ة   : التةلفة الةلية له ةبينما كانل م ادل        

   5+ 2س2ك = 

 ما    عدد الوحدا  المنتزة الت   حقق أعظم ربح ممةن؟ 

س ، فتتتتتتنذا كانتتتتتتل م ادلتتتتتتة  30إذا كانتتتتتتل م ادلتتتتتتة الايتتتتتتراد الةاتتتتتت  ى =   (5)

 التةالي  الةلية للإنتاج   : 

 2س 0.001س +  20ك = 

مقتتتدار  تتتذا  يحقتتتق أعظتتتم ربتتتح ممةتتتن؟ ومتتتامتتتا  تتتو حزتتتم ا نتتتتاج )س( التتتذي 

 الربح؟ 

 ا   مثلها الم ادلة الآ ية: ةإذا كانل م ادلة الايراد ال (6)

 2س  0.5 –س   200ى = 

 بينما كانل م ادلة التةلفة الةلية لهذه السل ة   :  

   400س +8+  2س   0.5ك = 

متتتا  تتتو حزتتتم ا نتتتتاج )س( التتتذي يحقتتتق أعظتتتم ربتتتح ممةتتتن؟ ومتتتا مقتتتدار  تتتذا 

 ؟ الربح

فتاذا كانتل م ادلتة الايتراد ( جهتام فتي الأستتوع  سمصنع  ليفزيوا يتيتع ) (7)

 لةا   ى:ا

   2س  7 – 500ى =  س

 فنذا علمل أا التةالي  الةلية لهذه الأجه ة  مثلها الم ادلة الآ ية:  

   2س  0.25س +   36+ 700ك=            
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ا متتتا  تتتو حزتتتم ا نتتتتاج )س( التتتذي يحقتتتق أعظتتتم ربتتتح ممةتتتن؟ ومتتتا مقتتتدار  تتتذ

 الربح؟ 

(  مثلها  تزة )س( والتةلفة الةلية )كتة بين الةمية المنإذا كانل ال لا (8)

 لة الآ ية:  الم اد

 2س  0.01س +2 -100ك = 

 أوجد حزم ا نتاج )س( الذي يز ل التةلفة الةلية أتل ما يمةن 
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 تطبيقات 
 التكامل : الثامنالفصل 

 أوجد كل من:

 ء س    2-∫    (3س             ) ء   12(  ∫   2)         ء س       5(  ∫     1)

 ء س   4-(   ∫   س6ء س          )   9(   ∫   س5ء س           )  6(   ∫   س4)

 ء س    س 9 ت   9(   ∫   9ء س       )  س 12(   ∫    ت 8ء س       )   3س 4(   ∫   7)

 (  ء س             5  س  + 10× )   8س +  5+  2س 5(  ∫   تتتت  10)

 (  ء س            2+  2س 9× )    5 –س  2+   3س 3(  ∫   تتتت  11)

 6+   2س  12 ( ∫ 12)
   ء س 

 2س +  6+   3س 4
 

 3س +  8+   3س  15 ( ∫ 13)
   ء س 

 س   3+  2س  4+   4س 5
 5(  8س +  9(  ∫ ) 14)

 ء س    

 ء س     3-(  6س +   10(  ∫ ) 15)

 :لع  مثلها الم ادلة التالية اد الحدي  حدى السر بنفتراا أا دالة ا ي( 16)

    س  10   –  100ا يراد الحدي  = 

 بينما كانل دالة التةلفة الحدية لنفل السل ة  مثلها الم ادلة التالية:

 100س  +    20  –  2س  2.5التةلفة الحدية  =  

 س: عدد الوحدا  المنتزة من السل ة.حيث 
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 مطلوب إيزاد كل من:وال

 . الة ا يراد الةاي د)أ(  

 ج. 100ة بنفتراا أا التةلفة الثابتة  ساوي )ب( دالة التةلفة الةلي

 )جت( دالة الربح الصافي.

   2 

 ء س     3+  2س 3+    3س 4(    ∫     17)

      1      
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